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AVVERTIMENTO 



Le cifre Arabe poste in margine 
indicano le Proposizioni 4clla Geo* 
metria nel I. Volume: così, per esem- 
pio, i numeri 2C. 3. rimandano alla 
Proposizione XX, del III. Librq ; ed 
1 làameri Romani denotano i para* 
grafi della Trigonometria , ai qnali 
si dee ricorrere nel caso di schiari- 
mento . 
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TRATTATO 



DI 

TRIGONOMETRIA 



T . 

J^a Trigonometria faa per o(rs:ettQ di r£- 
solferei Triangoli, vaie a dire, di determina- 
re gli angoli , e i loro lati per mezzo d' oa 
' numero dì dati snifioiente . 

Nei Triangoli rettilinei serve conoscer tre 
dfille sei parti, che gli compongono , purché fra 
qneste parti vi sia un lato . Perchè , «e non fos- 
sero dati che i tre a nn:oli , è chiaro che tutti i 
Triangoli simili sodisfarebbero alla questione. 

Nei Triaogoli sferici tré dati qualunque, 
angoli 3 o lati^ bastano sempre per determi' 
nare il Triangolo , poiché in questa sorte di 
Triangoli non si considera la grandezza asso- 
luta dei lati ; ma solamente il lor rapporto 
col quadrante^ o il numero dt'gradi^ eh' essi 
contengono . 

Rispetto ai Problemi annessi al Libro II. si 
è di già vedqto come i Triangoli rettilinei si 
costruisoono per mezzo di tre toro parti date; 
le Proposizioni XXIV. e XXV. del Libro V. 
danno egualmente un' idea delle costruzioni , 
in virtù delle quali si potrebber tisolvere i 
casi analoghi dei Triangoli sferici . Ma que- 
ste costruzioni, che sono esatte in Teoria , 
non darebbero che una mediocre approssima- 
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zion oella Pratica (i) a caasa' dell' ini perfe- 
zione rK'^li istrumenti , flei quali es-^e esijyoii 
r iriipi'';i:(» . T melodi Trifronometrici , per il 
contrario, indipendenti da qnalun(|ue opera- 
zitme meccanica sornniini^traao le 8oluzioai 
per qtialuiHffie ^rado d'esattezza, che si pos- 
sa desiderare: essi sono fondati sopra le pro- 
prietà delle linee chiamate seni, coseni ^ tan>» 
genti ec. , per mezzo delle quali sianio arriva- 
ti ad esprìmere in una maniera semplicissims^ 
le relazioni, ch'esLitono trai lati, e gii an- 
goli dei TrianfToli . 

I^<n eépc»rrenio adesso ie proprietà di que- 
ste linee, e ie formule principali ^ che ne re^ 
sultano ; formule , che son d'un ^rand^ uso in 
totte le parti delle Matematiche , e danno an- 
cora dei mezzi di perfezionamento ali* Ana- 
lisi Aljrebrica . N(»i le applicheremo dopo d\ 
quelito alla risoluzione dei Trianjjoii rettilinei^ 
e4 ft quella. dei Triiuigoii sferici. 

Iìinsiof$e della Circonferenza. 

' I. Fino a questi aitimi tempi i Geometri 
eransi accordati a dividere la circonferenza 
in Stfo parti estialt, chiamate ffradi^ il erra- 

d<» in óo miwu^/ , il minuto in óo séicondi^fc. 
Questo aiud<; di diviaioue preseniava quaiclie 



(z) Inf uii bisogOA distinguere le figure , che «d allro rioa 
iicrvono die a dirigere il rasionnaiento pf*r la diaxisira* 
ftioo uu Teorema, o la soJuzion d'un Problema ^ ó&tì^ 
Figura clie si cwstruisce per eooosceve ^«khedvMi delle di 
lei duurnsifuii . Lf primo snn svipposle sempre esatte; le se- 
coli (e . s MicnoM son dvscriite mtuuienjbe difatlo ^ daraiiit(( 
dei maliau fallaci: . 
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TlUOOKOUSTAli. S 

facilità nella pratica a causa del gran no* 
mero di divisóri di 60 , e 3($o, ma ea:li era 

realmente soa^getto all' incfinvenieiite dei na- 
meri complessi, e aoceva sovente alla pron- 
tezza del calcolo. 

I }3otti, a cui «i dee T invenzione del nuo- 
▼o'Sifitema di peti , emisate, banno conosci u« 
to che v'era un gran Tantaggio a introdurre 
la divifiion decimale nella misura degli an« 
goti. In conseguenza essi han riguardato co- 
me uiJità principale il quarto della circonfe- 
renza, o il quadrante, misura dell' ans^olo 
retto y ed haooo divisa qnest' unità in 100 par- 
ti eguali chiamate ^rai^i^ il grado in 100 mU 
nuti ^ ed il minuto in $ecùfi4i , 

Noi non impiegheremo dWa in avanti che 
la nuova divisione, ovvéro la division deci- 
male della circonferenza. Questa è quella, 
che più conviene alla natura della nostra 
Aritmetica, ed è la più propria per abbre- 
viare i calcoli.. « 

II. I gradi, minuti, e secondi si contrasse» 
goano respettivamente coni caratteri^,',''',: 
così respressione 16^ 6* ib** rappresenta un 
arco , o un angolo di t6 gradi , 6 minuti, 75 
secondi. Se si rapporta questo medeisimo arco 
al quadrante preso per unità, desso s'espri- 
merà per o, 160675. Si vede nel medesimo 
tempo che l'angolo misurato da quea^'arcoè 
alFaogolo r«tto * ^ 1 60675 : 1000000 ; rappor- 
to ,-Ghe non dedurebbesi cosi facilmente dalle 
espressioni conformi ali* antica •divisione del- 
.ia circonferenza* 
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Gli archi 5 e gli antroli mno e.epressi indr- 
stintaiBente nel calcolo per dei numeri di 
di, minati, e secondi . Così indicheremo rao-> 
gelo retto, o il quadrante con 100% due an- 
goli retti , o la mezza-circonferenza 4;on 
quattro ano^oli retti , o la circonferenza inte- 
ra con /^cc ; e rosi in «efrnito. 

III. Il complemento \m angolo jod'wn ar- 
co è ciò 3 che resta tno liendo tjuest' anort>lo3 o 
quest'arco da 100^. Cn^ì un angolo di 
40' ha per complemento 74*^ 60'; un anprolo 
di 12^ 4 ^ P^^ complemento 87^ 9^' 38'^ . 

In generale , A essendo un angolo , o nn ar- 
co qualunque , loo^— A è il complemento di 
quest' angolo 5 o di quest:' arco . Da ciò si ve- 
de chf* , ge Tang-olo, o rarco, di cui si trat- 
ta, è più iiraiide di ico°, il può complemento 
sarà nec:ativo . Perciò il complemento di itSo.*^ 
84' 10'' è ~ óo"" 84' io'\ In quotato caso il 
complemento preso comfilemento sarebbe la 
quantità, che bisoornerebbe. togliere dall* an- 
golo , o dall' arco dato acciocché il resto fòssa 
eguale a ico". 

I due angoli d'un Triano-olo rettaiioolo vai- 
gono insieme un angolo retto: essi sou dun- 
que complemento l'uno deli! altro, 
y iv* Il supplemento d'un angolo, o d'un ar- 

co è ciò, che rimane togliendo quest'angolo,, 
e quest'arco da 200°, valore di due angoli 
retti , o d'una mezza • cireonftrenze • Go^ , A 
essendo un ans^olo , o un arco qualunque 
200°« — A è il ?uo supplemento/ 

In qualunque Triaufjrolo uu angolo è il sup- 
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TRIGONOMETRIA. 5 

^dmentò delU Bomma degli &ltrì due, poU 
vkè i tr6 ìnsfenie fanno 200w^ 

Gii iangolt dei Triangoli tanto rettilinei, 
t?he sferici 5 ed i iati di questi ultimi hanno 
É>emprei lor supplementi potìitivi^ perchè es- 
ù soQo fiiiuori di 'mo\ 

Nozioni ^enernli sopirà ì seni^ coseni^ 
tangenti ec 

n fièno delParco AM, o dell' ano^olo 
AGM è la perpendicolare MP abbassata da 
un'estremità dell'arco sopra il diaiiietro ^ che 
'passa per l'altra estremità. 

Se all' estremità del rairgio CA si condu- 
ce la perpendicolare AT,iÌno all'incontro di 
HJH poloDgata, la linea AT , cosi tertnìoa- 
ta, 6Ì chiamii; la 'tangente^ e GT la secante 
dèli' arco AH, o dell' atifrolo ACM. 

Queste tre linee MP, AT, CT, dipenden- 
ti dall'arco AM, e sempre determinate dall* 
arco AM, e dal raortfio, s'indicano così: MP 
s=^e» AM, o sen ACM, AT = tan^ AM, 
^ tanff ACM, CT = sec AM , o sec ACM» 
VI* Avendo preso l'arco AD eguale a nn 
i}Dadrante, se dai punti M, e Osi conduco- 
no le rette MQ, DS perpendicolari al ra^- 
ffio CD, una terminata a questo rài»p:io. Tal 
tra terminata al ra^cfrio CM prolungato, le 
linee BIQ , DS, e CS saranno parimente ii 
seno, tangente^ e secante dell' arco MD, 
complemento di AM . Sì chiamano^ per ab*"* 
breviaré, il ^ono^ la cotangente ^ e la co* 
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secante dell'arco AM^e s'indicano corÌtMQ 
= C05 AM , o co* ACM , DS = cot AM , c» cot 
AÌjM , CS= cosec AM , o eosee ACM . lo ge- 
nerale , A esseudo no arco , o on angolo qaalun- 
que , 8Ìha60«A = jen ( loo^^A), catAss 
tang ( 1 oo®«— A ) 5 cosee A = 5ec ( loo A ) . 

11 Trianornlo M^G è, per rnstruzioiie , e- 
giiale al Trianp^olo GPM ; così avereiuo CV 
= MQ : dunque nel Triangolo rettangolo 
Cèlli P 3 di cui r ipotenufea è eg:nale al rag- 
gio, i due lati MP , GP sono il seno, e co- 
seno deir arco AM . Quanto ai Triangoli 
CAT , CDS , e6ìn son bimili ai Triangoli 
epruali GPM , GQM , e con sono ancora 
gimili tra di loro, l^a ciò dcfiurremo subito 
idifì'erenti rapp^irti', che esistono tra le linee, 
clie ahbiam definite; ma bisogna prima ve- 
dere qoai sia l'andamento progressivo di que* 
ste medesiine linee allorché l'arco , al qaal si 
riportano , aomentA da zero fino a 200^. 

VII. Supponghiamo che nn* estremità dell* 
arco resti fit^sa in A, e che l'altra estremità, 
segnata M, percorra tutta reeten^iorie della 
semi-cirronfereoza da A fino a B nella dire- 
zione ADB . 

Allorché il punto M è riunito ad A, ovve- 
ro allorché, l'arco AM è zero> ,i tre punti 
T . M ,P si confondono col ponto A; dal che . 
si fa manifesto che il seno , e la tangente d'un 
arco zero son zfro, e che il coseno di que^t' 
<iico medesimo è uguale al raggio, come an- 
cora la sua «ef ante . Dun<]ue , iudicaudo per 
K ii raggio del circolo , si avrà 



/ 



TllI60irOMXT& I A* *f 

ien 0=0 5 tang 0=0 , cos ()=:Rj jec o = R . 
vili. A misura che il punto M si avanza 
ver.so D, il ♦^eno auinefita, come pur la tau- 
oonte , e secaute ; ma il coseno , la cotangea* 
te, e la cofiecaote diininuiflcono . 

Tostocbè il ponto Msi trova nel mezzo di 
AD , ovvero allorché F ateo AM è di So**, 
comò il sQo còmplemento MD, il seno MPè 
u^iuale al coteno 3MQ , o CP, e il Triangolo 
divenuto i^ìscele , dà la proporzione 
MP : CM ; : I : V 2, ovvero «e» 5o° ; K : : i; V a. 

R 

Dunque sen 5o*= cos 5o°= =a.^RV a» 

Va 

In qne*it6 medesitho caso il Trianp:olo CAT 
diviene isoscele, edeoruale al triangolo CDS; 
dal che si vede che la tang;ente di 50°, e la 
6ua cotangente sou tutte due eguali ai rapririo » 
e che cofcì abbiamo tang 5o** = cot 5o^ = R. 
. IX. L'arco A M continoando ad accre«»cer-* 
•i, il fieno aumenta fino a tanto che il ponto 
H eia Arrivato a D: allora il seno è eguale al 
raoiri'- , ed il coseno è zero. Dunque si ha sen 
1 00° = R 5 e cos 1 oo"" = o ; e si può osservare 
che questi valori sono una conee^uenza di 
quelli, che noi abbiamo trovati pe^ seni, e 
coseni deir arco zero , perchè il complemento 
di 100^ esbendo zero , «i ha sen 100*^ f=^ co^ n 
R, e cos 100^ = sen o^ = o . 

Rispetto poi alla tanp;ente, dessa iiu menta 
in una maiiiera prontissima a misura che il 
punto M si accosta a D; ed infine, Hll«?rcho 
egli è arrivato aD, non esiste |>iù iipopria- 
mente tangente, {Perchè le linee AT, Ì<D 
essendo paralelle , non possono mai iocoritrar» 
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ti. Perciò 8Ì dice che la tangente di loo' è 
iofinita, è §i scrive tang ico°= oo . 

Il complemento di ioo° eésendo zero , si ha 
tofig ossicot loo^ ^ e cot ossi tang loo^ .DqU' 
que eoe o =s od , e cot loo^ = o . 

z. Il punto M coDtÌDuando ad avanzarsi 
da D verso B, il aeoo dimiDuisce, ed il co- 
seno aumenta • dosi sì vede che l' arco A 
ha per seno M' F' . e per coseno M' Q , o CP . 
Wa I' arco M B è supplemento di AM' poi- 
ché AM' M 'B è eguale ad una geroi-circon- 
ferenza ; d' altronde , 86 si conduca M!M 
para le Ila ad AB, è chiaro che gli archi 
AM, BM', compresi tra due paraMle, sa- 
ranno eguali , come pure le perpendicolari , o 
seoiMP, H'P'. Dunqne il seno d'un arco^ 

0 d'un angolo è eguale al seno del supple* 
mento di quest' arco , o di quest' angolo . 

jj'arco, o l'angolo A ha per supplemento 
doo*' — A: cosi proviene generalmente senA 
ss ien (2oo^-— A)t*<^ medesima proprietà 
esprìmerebbesi aoeora con 1' equazione se» 
( ioc**+B) ss sen^ioo^^ B), B essendo 
l'arco DM , o il sqo eguale DM'. 

\i. 1 mede^iimi ardii AM', AM, che son 
supplementi l'uno dell'altro, e che hanno dei 
eeni eguali, hanno ancora i coseni «guaii G 
f , di'; ma bisc^na osservare che questi co- 
seni son diretti in sensi diversi . Questa difiè^ 
reoza di situazione si esprime nel calcolo con 
r opposizione dei segni ; di maniera che , se ri- 
guardi n«i come positivi , o affetti dal Jiegno 

1 cos€ui degli archi niiuuri di loo°, Liftogne- 
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rà riguardar come negativi, o aflètti dal ee^. 
gno •^,icoseot degli archi maggiori di lOO^. 
Si avrà dunc^ue in generale 

cos A = cos ( 200° — A ) 5 
ovvero cos ( 1 00° B ) = — - cos ( 100° • — B) ; 
vaie a dire che il coseno d'un arco o d'un an- 
golo maggiore di 100^ è eguale al . coseno del 
suo suppiemealo, preso negativamente. 

n complemeiito d'un arco maggiore di 100* 
•88en4o n^ativo * , non fa maraviglia che il 
coseno di questo complemento sia nefirativo; 
ma, per rendere questa verità anror più pal- 
pabile , cerchiam IVi^presì-ione della disianza, 
del punto A dalla perpendicolare MP. Se si 
«i ia rarcoAM.=a^, si avrà CP = coi op, 
e la distanza cercata AP ssz'^^cosx. Là 
medesima formala dev* esprimere la distanza 
del ponto A dalla retta MP , qualunque sia 
la grandezza delTarco AM , la cui orig:ine 
è al punto A. Supponghiamo dunque che il 
punto M arrivi a M' , in maniera che x indi- 
chi r arco AM'; si avrà anco in quefito pun«. 
to AP' = R — co.t dunque cos x = E —-* 
AP' = AC — AP' — CF ; ciò che fa 
vedere che eos x h allor negativo^ e perchè 
CP' =s CP = cos ( 200^ — :r ) 5 si ha co* » 
— — cos ( 200 — a; ) j come di già l'abbia- 
mo trovato . 

Da ciò si vede che un anjjolo otturo ha il 
medesimo seno, e il medesimo coseno deir an- 
golo, acuto, che sfli serve di supplemento, 
con questa sola differenza che il coseno deir 
angolo ottuso diihb* essere affetto dal sen 
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Quanto all'arco ADB, ei»uale alla semi- 
circonferenza, il suo geao è zero, ed il feuo * 
c<M6D0 è eoraale ai raggio pre&o negativamen- 
te; 8i ha dunque sen 2oc^ =±= o , e eoe 2co, 
— R. Questo pure è ciò, cine darebbero 
le formule sen A = seH (aC>o*'~ A), e cos 
A = — coj ( aoo** — A ) , facendovi A = noo^, 
Fifi- X. xn. E«iaminiaino adesso quel, che divenga la 
tanjrentr d'un arco AM' nmjririore di 100°: 
seguendo la definizione, e«j«a dev^ ei^sere de- 
terminata dai concorso delle linee rette AT, 
CM\ Queste linee non si riscontrano nel 
senso di A T , ma net senso opposto A V ; 
laonde Ozili è manifesto chela tan«i ente d'un 
arco man:giore di ico*^ ènejrativtt. D altron- 
de, se 8Ì osserva che AV è la tanjrente dell* 
arco AN feupplemento di AM' ( poiché N AM' 
è una semi-circonferenza) pe ne conci ode- 
rà ehe la tangente d' un ureo, o d'un angolo 
maggiore di ico^ è eguale a quella dei suo 
sii^ ypiemento preso negativamente ; di modo 

che si ha 

tang A = — tang { 200 A) . 

L'i.«tegso è d^^lla ct)tanfiente rappresentata 
da DS', la quale è eo:uale , ed in seui-o con- 
trario a D S cotangente di A M . Aiibiamo 
dunque ancora 

cor A =; — cot (aoo* — A ) . 

Le tangenti e te c«*tan^enti son dunque ne* 
pitive , r»»mp pwre i coseni , da ibo* fino a 
2co° . £d lu queòt' ultimo limite abbiamo iMg 



iDÒ* ss: 0 , e COt = — COt O = Oli 

XIII. NeHa Trigonometrìa non ha luogo la con* 
«iderazione dei seni» coseni, eo. de||H archi, o 
dogli angoli maggiori dì 20o** ; perche gli angoli 
dei triangoli tanto rettilinei ohe sferici , ed i la* 

ti di questi ultimi son sempre oompresl tra zcro^ 
e doo^. Ifa nelle diverse applioaaioni della Geo- 
m,etrìa non è raro considerare, degli arcbi più 
grandi della scmi«circonforenza , come pure degl i 
archi j che comprendano pili circonferenze . ^ 
dunque necessario trovar l' espre5;sÌone dei seni, 
e eoHCfii di questi archi, qualunque sia la loro 
grandezza. 

Osserviamo ini aiiio die due archi eguali , e di 
segni centrar) AM, AN lianno dei seni eguali, 
e di segni eontrarj l^TP, , mefit i e ehe il co- 
seno C P è il medcj^iuio.e del nifflesìino se^no 
per l'uno, e per l'altro. Si. ha dunque in gene* 
rale • 

sen ( — x) zz — Mit x 

€0$ ( — X ; := eos s v 
formule, che serviranno ad esprimere iseni, • 
coseni de^lt archi negativi . 

Da o^ fino a 2oc^ i seni son sempre positivi, per^ 
<ìhè son situati da una medesima parte del dia- 
metro AB; dai aoo^fino a'400'' i seni son nega-* 
ti vi, perchè son situati dalV altra parte di que- 
sto diametrb. Sia AUlS'saPun av( (» maggiore 
di 200° 9 il sQoseuo c eguale a P M seno dell* 
arco A Si =: ^ — 200''; dunque si lia in generale 
sen X zz — sen ( x — 200** ) . 
Questa formula darebbe i seni tra e 4co* 

per ujezzo dei seni ira 0°, e 2C( °; essa dà ifi par- 
ticolare sen i^cc° zz — sen 200°— o. Egli è evi- 
dente difatti clic, se un arco è eguale alla cìr- 
conJ'eicnza intera, le due estremità si confondc^- 
no iu un medesimo punto ^ ed il seno riducesi a 
zero. 
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Non è meno ev ideate obe, sea on arco qoalttll* 
^iie A M 8Ì aggiunga ona o più ciroonlèrenzcf 
ai ricaderà esattamente sopra il ponto .Bf, e l'ar- 
co così aumentato avrà il niedesioio seno che Var- 
'co AM; onde, se G indica una circonferenza in- 
tera o 400° , si avrà sen. x zz sen. ( C x ) =: sen 
{ 2 C -\- x) = son ( 5 G x ) co. La uiedesi- 
uia co.«a avrà liiofro per i coseni, tangenti oc: 

Adesso, qualunque sia Parco proposto x, è fa- 
cile di vedere t he il suo seno potrà senipKC e^pri- 
nierni con un sciano convenevole mediante il .se- 
no d* un arco njinorc di loc", perchè si potrà su- 
bito toglier dall' arco x tante volte 4<"0*^3 quan- 
te volte vi possono essei^e contenuti: sia il resto 
jr , si avrà sen x zz sen ^. In seguito, se è mag- 
giore di 200^9 Bi farà jr =^ 2po^-f-x, e s'avrà sen 
jr^ ^ sen % . Tutti i casi son dunque ridotti a 
quello, in cui Taroo proposto è minore di 200*; 
e Uocome d'altronde abbiamo sen ( loo* ar) s 
sen { 100 — - :r ), egli è chiaro, che si riducono fi- 
nalmente al CASO, in cui l'arco proposto è tra ve- 
ro, e ico*. 

XIV. I coseni riduconsi sempre ai seni in virtù 

• della formula easA^sen ( 100^— A): cosi, .ca- 
pendo valutare i seni in tutti i casi possibili, si 
sapranno ancora valutare i coseni . Del resto 
apertamente si vede nella Figura ohe i coseni ne- 
gativi son separati dai coseni positivi mediante il 
diametro D E; in modo che tutti gli archi, la 
cui estremità cade alla sini.stia di DE, hanno 
nn coseno positivo, laddove qirelli, la cui est • o- 
mità cade alla dritta, hanno un coseno negai ivo. 

Quindi è che <ia 0° a 100° i coseni son {lositivi , 
da 100° a 3oo° essi son negativi , da Suo'' a 400* 
dessi ritornano positivi; e dopo una Ttyolasione 
Intera riprendono t medesimi valori còme nella 
rivolttaion precedente, perchè abbiamo ancora 

• POi ( 400 ^x) ^cos 9. 




T&ZG ON O METRI A . 



Dopa queste spiegaatoni egli è facile concepi- 
re che i seni, e coseni degli archi nnultipli del 
quadrante hanno i seguenti valori . 



sen. 0^0 
scn2oo*^o 



8enioo''=:R 
8en3bo*==— R 
8en5oo**=£R 
sen7oo"zz — R 



sen8oo''^|5en90o*'=R 
ec. J eo. 



cos 

oos3oo**=:»B. 

cos 400** =:R 
cos6oo''z= — R 
cosSoo'^sR 
eo. 



R0SlO0*=O 

oosdoo^i^to 
oosSoo^mo 
co87oo**z:o 
oospoo^^o 
eo. 



In generale, k indicando uiì nnmero intero 
qualunque, si avrà seti aJb. 100^ =r o, seti ( 4A; 
-fi) loo**=:R , sen ( 4^ — 1 ). lou** R , coi 
( 3*4" 1 > • l*>o* = o, C05 4Ì . ioo^s= R, 0Of ( 4A; 2 ) 
100**= — R. 

Ciò , che abbiam detto sin qui dei seni , e cose* 
ni, ci dispensa da entrare in alcun altro par- 
ticolare sulle tangenti^ cotangenti ec. degli ar- 
chi maggiori Hi 200°, pernhè i valori di queste 
quantità son facùli a dcdiirsi da quelli dei seni, 
e «coseni d(ii iiierlesìuii archi, come vedremo me- 
diante le ibruiale» ohe adesso andiamo ad es- -, 
porre. 

Teoremi^ e Formule concernenti i seni, . 
coseni , tangenti ec, 

xy. Il seno d'un arco è la metà della cor'- 

da, che sottende un arco doppio. 

Perchè il raggio OA perpendicolare a MN ^ 
divide in due parti eonali la corda MN, 
e Tarco sotteso MAN; dunque M P, seno 
deir arco M A, è la metà della corda M N, 
che sottende V arco MAN doppio di M A . 

La corda 9 che sottende la sesta parte dei- 



l4 ' TRTGOKOMBTRTA. 

lacirconfereaza,, è eguale ai rat^gio^ dunque 

Aoo^ 

*e» , ovvero sen 33° | = i R; e vale a di- 

re rhe il seno del terzo dell' angolo retto è 
eguale alla metà del raijirio. 

XVI. Il (quadrato del seno d'un arco ^ più il 
tquadrata del suo coseno ^ e eguale al quadra- 
to del raggio ; di modo che avremo in gerto^ 
fo/e A-J^ co** A = K*. (i). . 

Questa proprietà re^tuUa imm'ediatatnenfie 
dal Triancrolo rettan^rffio G M dve si ba 

' Da ciò ne aasce che , essendo dato il seno 
d*aa arco, si troverà il suo coseoo , e recipro- 
camente, per mexzo delle forntnle cos A s 
^-/(R*— WA), leu A=i=V ( R* — 
cos* A ). Il doppif» «ewno di queste formule 
proviene da r|uesto , che il mede^im»» seno M P 
corritìptmde a due archi A M , AM' , i cui co- 
seni CP, OP' sono eo^uali, e di segai contra- 
ri, ed il coseno medesimo CP Corrisponde a 
dae archi AM, AN, i cai seni MP, PN soa 
parimente ngoali, e di segni centrar) • 

Go8Ì , per esempio , avendo trovato s«is 33°§ 
= -| R, >\ dedurrà cor 33°^, o sen 66° 3 = 
V (R*_i ir )=v/f K^=iRV3. 

xvn. Essendo dati il seno e coseno dell' ar- 
co A,, SÌ può trovar la tangente , secante^ co- 
tMgenre, e cosecante de^ medesimo arco per 
mezzo delle formule seguenti * 



(i) S' itifìira qu5 prr .fc;^* A il quatlrato dl ff€»A>««- 
aiimeoLe per cos^ A il «^uauralo Ut 6os A* 
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TJtiap]yoMXTKiA« la \ 

. . ' . ^senA ' , R* ^ 

tang A =- — ^ec A =- -, cot A = 

cos A cos A 

RcosA ^ R* 

sen A ^en A 

lufattii triangoli simili CPM,CAT,GDS 
dann«> le proporzioni 

CP :?]« ::CA: AT, ovvero cos A: sen Al 

. R sen A 
lxieanA==z j 

cos A 

CP:CM::C A:Qr, ovvero C05 A :R::R; 

#ec A = ; 

cos A 

P M : Gl^ ; ; CID : DS , ovvero j^aì A : cos A ; : 

_ . R cos A 
ss. : cot A = i ; 

se'» A 

ovvero sejì. A: R^'R: 

* R^ 
eosec A = ~ , 

sen A' 

dalle qaali si ^acrgono le quattro formolo, 
di cai d parla . Del resto si poò notare che le 
due ultime formule si dedurrebbero dalle due 
prime ponencio j^eaipUcemeute 100° — A ia 
Ìuoa;o di A , 

Queste formule daranno i valori, ed i se* 
gai propri delle taa<;enti^ secanti, ec. per 
qualunque ^rco, di coi si conoeceraono il se- * 
Poe il coseno; e siccome la lecr<rfì progressiva 
dei ,scni , e cosensi . secondo i differenti archi, 
ti quali ra[)p«>rtan8Ì , è stata sufficieii emetite 
«piegata nel Capitolo precedente, non re^ta 
nulla a desiderare ^^opra ia legge, che «vguo* 
f|o s^miln^ente |e tangenti ^sect^oti, ec. 



Si possono- altreiji oonfsraiiire per loro mesue 
più resultanti, che sonosi di già ottenuti re la- • 
tivamente alle tangenti; per esempio, se si fa 
A = I oo^^si avrà sen. A = R, e 001 As o i dunque 

dunque tang 100^ espressione, che indica 

o 

una quantità iniiaita, perohè diviso per una 
quantità DiccoUssima darebbe un quosiente gran» 
dissimo; ounque R^'diviso per aero darà un quo- 
ziente più grande di qualunque quantità finita. ' 
M perchè sere può esser preso, col segno -f-, o 
eoi segno — , s' avrà il valore ambiguo tang 100' 
= ±00. 

Sia ancora A =200"— B ; s'avrà sen A =: sen B, 
e cos A cos B ; dunque tang { aoo° B ) = 

-ss— __sz — tang B ; oto che si ac- 

— eoi B «oj B 
corda con Tartioolo zìi. 

xviti* Le formule dell' articolo precedente, 
comBinate tra loro, e con l'equazione sen* 
A -|-cos* A= R^ ne foraiacoQO alena jaltre, 
che meritano attenzione. 

Abbiamo tosto R* -f- tang* A =3 R* 
sen^A. (5e«* A-|-CQi ^ A) R* 

ecM^A cas* A cos * A 

donqoe R* -\^tanff*A^sec* A-^ formula, che 
•1 deìdnrebbe immediatamente dal triangolo 
rettangolo GAT . Avrebbesi ancor» oalle 

formule stesse, o dal triansfolo rettangola 

CDS, R * + cot * A == cosec * A . 

finalmente, se si moltiplicano tra di loro le 

- , . RsenA . K cos A 

iormule tang A = r- » cot A = ■■ 

cos A sen A 

si avrà tan^ A X cof A = R* j fomnla clie dà 
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A = -, et tane A ==:^ Si aTreb- 

tangA cot A 

Le nel medesimo modo cot B = r,. Dunque 

tang B ^ 

rot A : coi B ; * tang B : ia/i^ A , e vale a dire 

che le cotangenti di due archi sono in ragione 

inversa delle loro tangenti . 

Questa formula coù A X;*^«^*A= R* si ri- 
caverebbe immediatsmenle dal paragone dèi 
trianorolf simili GAT, GD6, i quali danno AT: 
CA::CD:DS,ovverofa/i^ A: R::R: cot A. 

XIX. Essendo dati i seni , e coseni di due ar» 
chi a 5 e h ^ si possono determinare i seni , e co^ 
seni della somma , o della differenza di ^ue» 
sti àmhi , per mesto delle formule seguenti. 

. , . senacosb -4^ senbcosa 
sen (a 4- = . 

, senacosb*^ senb cosa 
sen(a^è):= R > 

^ I ,v cosacosh*^senasenb 

eos{a-\-b):s=: 



R 



, . _ . cos a cos b -1- sen a sen b 
coi^a — ft)= : .. 

Sia il raggio AG=p R, Parco AB<==«,' Tar- Fig. 9. 
coBDszs'^, eper conseguensa ABDaa-|^^. 
Dai ponti B, e D abbassate B£, DP perpen- 
dicolari sopra AC; dal punto D conducete Di 
perpendicolare sopra BC ; finalmente per il 
punto 1 conducete IK perpendicolare, ed IL 
paralella ad AG . ..... ^ 

PAiu n.. ^ 
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I triangoli simili BGB, ICk. dando le pr^ 

porzioni 

GB : CI :: BE : IK, ovvero R : cos h sen a. IK =: 
sen. a cos b 

R ' 

CB : CI : : CE : CR^ovvero B. :co4 * :: eospr. CK=d5 
eoi a eos p 

I triangoli DIL , CB£ , che hanno i lati re^pet-» 
tivamente perpendicolari j son .simiU, e dan* 
no le proporzioni 

CB:DI ::CEJ)L,o¥veroRwn6::4W)Jtf :BL= 

cos a sen ò * , 

R ' 

GB :D1 B£:IL,ovTeroB: senhH sefiaiU^ 
sen m sen b 

R 

Ma si ha IR + DL = DF = Je« ( a 4- è ) , e 
CK. — IL = Gir = cos (a 4- ^) f dunque 

senacasb^senbeosa 
sen ^a-f'b)^ — ^ — ^ 

cos a cos sen a sen b 
eos (a 4- ^) = : . 

r 

Sarebbe facile dedurre da queste c3ue formu- 
le ivaloridiw/»(a— ^)>edi<?oi(a.— ma 
si può trovarli direttamente per mezzo della 
Figura medesima . Infatti, se si prolunga il se- 
rfo DI sino a tanto oh' egli inccmtri lik circon- 
fetenza in M , h avrà BM = BD = * , e M I =s 
ID z== sen b. Per il punto M conducete MP 
perpendicolare , e MN paraleila ad AC j poi.- 
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rhè MI=DI , «i à vrà MN = IL , ed IN = DL. 
Ma fi ha IK— IN = MP f «^), e CK 4- 
MN = CP =cos (a — b); d unqaè 

, »\ . .sen. a cos b. — senbcosa • 

Queste soa le formule, che trattavasi ^ii 
dimosfirare . 

8i potrebbe avei* dubbio che la dimoatrazioft 
precedente non fosse bastantemente generale , 

perchè Va Fijjara , che abbiamo scjruita , suppone 
gli archi a e è, come ancora^ piìj pioooli di 
ioo°. Ma si può subito col comodo d'una seconda 
Fi^iura estendere facilmente la dimostrarion delle 
formule del seno, e coseno dell'arco a-\-b vi\ ca- 
so ove fosse compreso tra ioo° e 200°. Ciò 
posto 5 ecco in qual modo uno potrà assicurarsi 
che le formule sono vere pei* tutte le grandezze 
possibili degli archi a e ^. 

Supponghiamo che siasi provata l' esattezza 
delie due formule 

B. sen ( i ) sen a cos h-j-sfin h ros a 
l^cos ( a-j^è )z:zcQS a cosb — senasenh 

per tutti i valori dì a» e ( minori dei limiti A ♦ 

e B; io dico eh' cileno avranno e(]^ua],|]Q||te luo- 
<^o allorché b essendo ancora <; B, si avrà a < 
ioo^-l- Inftttfci abbiamo per le proprietà di 

mostrate 

sen [100 -\- m -\~h) sen {lor*^ — m—b) z:icos{m~{-b) ^ ^ 
cos{ioc-\-m-\^b) ——cos (100° — m—b}zz — sen{m-^b)\ 
ma supponendo m <. A, e ^ <; li , si conoscono i 
valori di seni m-\-b ) ^Qdicos (m^b) \ per questi 
Wblori dunque si avia > ' ' 

Ksen ( ico^-f-'^ +^)zr c^? m <iosh — ^enmsenby 
K cos { 100° -f /» 4-^ j=— ^en, m^os b — senè cos . 



/ 



Se TaiOONOMETAIA. 

Sia 100° 4-ifi=:a,ovVoro»=:a-T 100°, s'a vrà <?w A 
^stn ( 100 — (200 — a) zzsena, senmzit 
coi ( 100* — m ) = co j ( !Ìoo° — a )= — C05 a -, du n<^u« 

R cor (a-{- ^ ) = cosa coi J — senasenb. 
Da ciò si vede che q.icF^te fonuiile, le quali non 
erano dimostrate fuorché noi limiti a <: A , ^ -< H, 
lo s.ono adesso in dei limiti più estesi a <: 100 -j- 
A.9 ^ ^B. Ma per la ragione medesima il liinite 
di -^h può essere avanzalo di 100°, ed in seguito 
quello di a , il che può continuarsi iiidefiuitaujen- 
te; duncjnele formule, di cui si parla, hanno luo- 
ero qualunque sia la grandezza degli archi a^ek* 
Si dimostrerebbe la stessa cosa riguardo alle :B[>r-* 
mule? che somministrano , eco5(a— 
di pi il queste ultiiAe facilmente dedarrannosi 
dalle prime -, imperocché 3 seguendp ciò che pre- 
cede , sì ha 

R sen (a — ff + ^ — ^) ^ — ^) 

R eos {a^+b ) zz cos {a-^-b) cos b—sen ( a—'b )senb. 
Hettende R sen/19 e R cos a in luogo dei primi 
membri , si rìoaveran facilmente queste due £qua« 
sioni 

Rien(a — h)=zsenacosb — senhcosa, 
'Sico$(a^b)zzoosaco$b-^senbcosa\ • 

formolo , che avranno luogo per qualunque va- 
lore dia, e di h, 

XX. Se nelle formule dell' articolo antece- 
dente 8i fa ò r= a , la prima ^ e la terza daranno 

<i sen acosa * ,eos^*u—sefi* ^ 
sen a a ^ g , cos 2 a == ^ 

Queste qui gerviraono » trovare i seni , e co* 
seni d'un arco doppio quando coooscesi il seno, 
e coseno dell' arco scempio . Ed è questo il Prq^ 

blema concernente laduplicazioned*un arco. 
. Reciprocamente, per dividere un arco dato 
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« in doe parti eguali , ponorhiamo nelle mede- 
sime formule ^ a in luogo di a, avremo. 

san a— ^ Coscio— a 
sen fl- >co5a= * 

' K • R 

Ora^5 poiché abbiamo ad un tempo coi* 3 a -j- 
se/i* i a=: R*, ecoi* ^ a^ien* f asìsRco^a, 
resulti^ 

co5*ìa=^R*4-|Rcoia,e5e«^|a=|R»_,^Rc 
dunque 

owi« = v^(iR*^-.|R<ja5a). 

Così, facendo a — 100°, ovveroco^ 0 = 05 siha 
sen 5o°=coi 5o^= v'ÌR*=RV'i; insegni- 
to, se si faa = 5o°, che dà co5as=RVi, « 
avrà 5e/2 25° = RV(é — i V i),ecoi25**= 

XXI. Si possono ancora ottenere i vfilori di 

i a, e coj i a espressi per ii^etso del sm 0 ciò sarà 
utile in molt^ occasioni.. Questi valori sono 

Wil i = § ^ R-* + R fl) — 1 V ^ R* — R a) 
co#§fl=:^ V(R*4-R5i?«a)+§ v^(R^-.R5e»a). 
Difatt.o, se s'Inalza la prima Equazione al qua- " 
a ra ( o, s'avrà serL^^az=.l( R^-f-R 5erz a ) + i ( R 
R sen a ) — ? V ^ R* — R' sen^a) =z ^ R.^— .^E. cos a ; 
avrebbosi parimente cos^la=: ^ R *-f .§ R coja , 
che si accorda co' precedenti valori d\~sen^a,e 
eo»iq. Bisogna frattanto osservare clie^se ^oia 
fosse negativo , il radicale V ( R'— R cos a) do- 
vrebbe esser preso con un segno contrario nei 
valori di Jen i a, e C05 i a, il che cangerebbe l' uno 
nell'altro. 

XXII. Per messo di queste formule è a gevole de- 
terminare i Mifi, e cosemdi tutte le parti decinx» 
del quadrante?. 



fla 4rAi#oiroicsT]itA. 

E primieramente sia sen 20"* c sarà la 

eordadi4o%oiUatodel Decagono regola^ro iscriu 



Jnnqu-- , _ ^.^ , 

dxil'-SJP* -Da ciò abbiamo 4^'=1— 2^^500? ^^jp 




Qaesto . oJ^^^ 

±1^., donqae 1 - w»* 20% o oos^ lozz^SJ^. 
Ma cos^a-^sen^azzcos 2 a^duniiae <W 4*>% ^*=S2 

16 4 

* Adesso, se nelle formule del n.*xxi *i faccia 
H = 1, a =2o% e JWi ac= 5: (— 1+ V^) » «e n e ded arra 

€os io*:=:|V(3+V'5>+iV(5-V5). 

£ se in seguito facciasi nelle medesime forma- 
lea=6o%e«itfl=f(l+A/5)'»)a7'^ 

i«ii8o^=W(5+v'5)-|V(3-iv/5), 
w3o"=;W(5+V5)+l\/(3-V5).. 
*€ion questi valori uniti qoelh, chodigiaeo- 
nóseiam», di sen So**, e di^^n 100% si può iWuiare 
la Tavola susseguente 
ien 0^*= €Òsloc°:=zo. 

20°=: flOJ So^httH 1 — 

40" ir: poi 6o° = i:\/(iO— .2^/5) 
i«« 50°= cùs 5o°— § V'i * 
jen 60'*= cos 40°=:^(i+V5) 

jc/i 80** r= cos 2o°=\y/{io + 'ly/ 5) 

sen 9c"z- vos io"~| V (3+ V + i V C^- 

Questi valori possono ancora semplificarsi ip^i* ** 
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•hè Bi ha V V 10 + W 3s « VfS-v'S) 

= §V^I0 — ày^^ i.d'oride si vedo , che ris uardan* 
do come cognite le radici V 2 , ' ^ 5 , e v lo , non 
restano che (}uAtti'o«eitraaioni di radici quadrai- . 
to da fare per ottenerne ì valori dei «eni^ 0 coseni 
dì tutti gli archi multipli di 10.° 

xaLiu. Ricaveremo da tali formule due con- 
seguenze notabili . 1.° Poiché 2 sen 40° è la corda 
di 80% o il lato del Pentagono regolare iscritto^ 
questo lato sarà (10 — 2i^5)) edilfluo qua- 

drato rz l?^^"^ Il lato del Decagono regola- 
re =2 sen 20**— 3 ( — l-J-/^5 ), il suo quadrato 
= i (6-2^5) . Ora , :i ( 1 0-2 V (6-2>v/é). 
Dunque la somma fatta del quadrato del raggio , é 
del quadrato del lato del Decagono è eguale al qua* 
drato del lato del Pentàgono regolare iscritto . 

ià.° Tra i seni «Ielle divisioni decimali dispari 
del quadrante si ha la relazione seguente 
sen 9o°-f' sen 6c°-]-sen ic**— sen èo^-^sen 70°, men- 
tre le divisioni pari dan similmente sen 60** = 
le/i 20" -|-,^ . Ma queste lormulc non sun che dei 
casi particolari , e si può dimostrare che , x essen- 
do un ureo d*un numero qualunque di gradi, si 
ha sempre ' • * ' 

senii 01)°— j:)-^-je«(2o°-{-j:)-f*w«(20*— ir)=j€/2(6o° — x) 
'^sen(6d'-^x), 

InfatU la fornmla un (a'{'lf)'^sen{a — 
2 sen a cos h somministra 

sen (2o°-j-a:) -J-je/i (20**—*) =2 sen 2o**€OS 
sen {ód^-j-x) -f-sen (60**— apj =2 sen 6d* eosx. 
Dunque , poiché si havtfi» 60**— ^it 2o^i ^e eos»^ 
jen (loo'*'^^)» queste due Equaaioni tolto l' una 
dall'altra daranno 

=:iSlt(JlOC ^x) j formula ,dH cui deriva TJ^quasiòn 
concernente le divisioni dispari facendo ^- = lo^, 
e che in general può servire alla verifioiisioue d«l- 
k Tavole dei sem . • • 



24 THICONOMBTRIA. 

. XXIV. Se nelle formale prìnm^ e terza dell' 
articolo XIX. «i faccia b:^fza^ avremo 

- sen24i€Osa'4^eos2asen€t 

sen 3 a = ' — — ^ 

R • 

cos2acosa — sen 2, a sen a 

C4fsZas=i , 

il 

Sostitaendo nelle medesime in luogo di ^e/A 2 a' 
ecos 2 a ì valori trovati neirarticolo xx^ e sem * 
plicizzaDdone il resultato per mezzo dell' E' 
^Dazione sen*^ a ^co$*a = R% si avrà - 

sen 3 a = d sen a— 



> 



Queste formule, clie servono alla triplica- 
zione depili archi , possono eervire altresì ad 
operare la lor trisezione , o divisione in tre 
parti eguali . Percbè , se si fa sen Za=zc^e sen 
asszx^ si avrà per determinar x TEquazione 
cR*=3R*««^4^'* Del che rendesi chiaro 
che il Problema della trisezione delV angolo, 
considerato analitiraniente , è del terzo [rrado. 

Se nelle mt dehjnie formule dell' art. xix. si 
fa succesbivamente b=.Z fl, ^=4 ^5 *'*"-5 s'avran- 
no ì seni, e coseni de^eli archi i^a^òa^ec»^ e 
vale a dire, in generale i seni, e eoiseni dei 
multipli di a. Vicendevolmente te formule^ 
che i^ervono alla moltiplicazione deoM archi, 
ilaraimu l' Etjiiazinui da rÌMjIverfci per divi- 
dere un arco dato in parli eguali, cioè per de- 
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terminare seri a , o cosa allorché si coaoècaao. 

Senna ^ ecosna, • 

• - 

XXV. Sviluppiamo ancora ì valori di sen Sa 9 • 
cos5a,e per questo prendiamo le formulo 

sen 3 a cos 2 a cos 3 a sen 2 a 



sen{Za'\-^a)=Z' 



li 



co* (3 a 4- 2 a) : . 

Se 8i sostitniscaiio i valori di eia trovati negli 
art.209 o 224* si avrà dopo le riduzioni 

* 20 serica \6 sentii 
ie^Sa=:Ssena — . — | — ' 

* ' Accosta \6cos^ a 
cos5a=:Scosa^ — 1 — — . 

Il che manifesta ohe il Problema della sezione 
d'nn .angolo in cinc^ue parti .eguali sarebbe del 
quinto grado -, e cosi sarebbe del gradi relativi 
air altre divisioni rispetto ai nameri pjrluii 7, ix, 
169 ec. 

• xxn. Sia proposta', per esempio, di trovare il 
valore del sen 1 prossimo al vero fino a quindici 
decimali; questo può èsser utile assai- per la co- 
strnzìori dolio Tavole del seni, L^espresì»ione del 

.^fn 10"^ trovata nel n.° 22., essendo ridotta ili de- 
ciiuali, nella «iip|ì<».slziuiie di li — 1 , dà 10** = 
o, 1 56 +3 44660 4c*i5i -, e da ciò si deduco, por la 
loi inulu del n.° 21, sen 5°— o, 07845 90957 147845. 

Sia adesso sen i^'^x^ bisogncxa, per uit>eae£ 
risoivcje l'Equazione 

ló j^^^— 2oar»-j-5a?= o, 07845 9o^5t ^7845. 
Se, per abbreviare, si faccia i l secondo membro =rc, 
s'avrà Pr^sSoapoco6^^2oa7':=c, ed :r=f ^?4-4(|c)^ 
Ora , f c=o, 01569 1 8l4| 1 , e 4 ( f c)»=:o, 0000 1 54Ò6} 
dunque si Iia per In pri^a approssimazione ^^lo.^ 
01570 7275^ valore» clie non eerjt^to senuonokè 
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Bcir ottav a dei;iiiiale . Per avern' uno più esali 
sia x—Oj 01570 734-/9 si avrà, sosfituciido nell* 
Equazione proposta, o trascurandoli quadrato» 
• lo altre potenze di 5 

, 0.078459009^24927-1-4.9852017/ 
=0.0734.590957 27845$ d*oado abbiamo 
/=o,oòooo 00173 118207, 
ed X, o sen i*'=:o, 01570 73173 1 18207» 
Da sen i\ ossia 100' dedarrebonsi similmenfei it- 
ili di5o',di-lo^ di 5% ed infine quello di 1'. 

xxyn. Le formule deir articolo xxx. forot- 
scóno un gran numero di conseguenze, tra le 

quali servirà riportare quelle, che sono d un 
u^u più fre<]uente. Se ne deducono tìul>ito lo 
quattro ^guenti 

se/i acosb = iRs€n (a-l-b) -|- f R 5e/i (a — h); 
sen b cosa = ^ Rsen{a-\-lf) —i B sen(a — ò)-^ 
cos acosb=z^R cos \a — b) K cos {a-\-b)\ 
jeA a «e» 6 s I R co$ (o*-^) — | il cùs. («— 

le quali servono a trasformare un prodotto 
di più^eni , o coseni , in seni , e coseni lineari^ 
o moltiplicati solamente per delie costanti* 

xxviu. Se in queste formule facciaiDo a-{»* 

b=:p 5 a^^=;=f 9 ciò che dà a = ^^""^ * 
dcduriemo- 

. sen lì sena s:z^sen T — » 



; 

R' a a 



2 p — f 
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2 P + ^ p — 
'*. R • 2 ' 2 

ouovè fermale ^ che spesso s'impiegano nei 
calcoli triaronometrici per ridarre due termi* 

ni a un solo. 

xxix. Finalmente da fjuest' ultime abbiamo 
ancora mediante iadivÌ6ÌQne, ricordandosi clie 

«sua tàngm R ' «, , • 

= — , = ) qoelle che seguono : 

€o$a li coca * 

jenp—sen g ^^ ^+^ V—q~tanQ l {y—q)' 

' P+7 P+f 
♦ ie/» — I — t<i'^S 

• sen*p-\-5erì q ^ ^ ^ 

A)j p-4-coV P+^ B- * 

a' 

.col — s — •. coli • 

'senp'\-senif 2.2 

coJ q^^^os p p—q * R ^ 

' 2 • 
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sen p^sen q «05 4 fp-f-^) Cùt a fp-f'^) 
cos jp^^os q sen 5 (p-j-^) ^ ' * 

cos p-\-cos q cm$ \ (p-j-^) C05 f (p — 7) cof KpH"<7) 

coiy — coip ^e» 5 (p4-^)ieii 2 (p — q) tan^i{p — 7)' 
5011 (p-\-q ) a l (p+7) fp4"7)__co5 2(p+^). 

senp-\-sen q 2 ^e/i 4(p-| -<7) còs ^(p- — ^) co5 ^(p — 7)' 
<tfn ( p -f 7 )_ g <e» 5(p-H) èf p+^) Kp+y). 
sen p^sen q 2 ie« ^(p« — ^) coi i(p-[^^) sen — q^ 

^ormale, che soo respreMÌoaa d'altrettanti 
Teoremi • Dalia prima rèsulta che la somma 

dei seni di due archi sta alla differenza di 
quei medesifrii seni come la tangente della 
semisornma degli archi stà alla tangente del^ 
la lor semidijjerenza . 

XXX. Se«ifa brssa^ e ^ = 0 nelle formule 

tre articoli precedeoti, si avrauuo i resul- 
Lati^ che seguono: ' 

«e»* a= ^1 R C05 2 a ^ 



I 



2 se/i a P ip 

< 

senp tàng^p R"^^ 
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sen p «o^lp * R 

R — co^ ^ R fa«^ I p ' 

R-|- co5p^co£*|p R* 

R — cojp R* ~tang'' 

XXXI. Per^Ì8viIuppfire ancor qualche for- 
mala relativa alle ttogeifti^ confliderìamo 

19 / j »\ "RsenfaA-b) 

1 espressione tan^^(iiJ^^) zs=— - — T^ pyr 

nella €fuale la sostituziod iti valori di sen 
(a-|-^) darà 

tang (# 4;- é»)^-^ j—^ ^. 

^ ,\ * <;oj a tane a _ co5 h tang h 

ura ^ 81 ba a =— ^ — =r— ^ — ^sen h = ^~ — 

" ' ^ R R 

Sostituendo questi valori, e dividendo in se- 
guito tutti i termiui per a cos b ^ cunse-. 
guisemo 

Qaed€o è il wtlore della |;anQrente della nom- 
ina di due archi, espresso per le Lantrenti di 
ciascun di questi archi: si troverebbe neU' 
istes^a maniera per la tangente della lor 
differenza * . ♦ « 

tang{a^ù)=M-g^ 

J\^-|~ tang a tang u 

Siaft=a, si avrà per la dupiicazione degli 
archi la formula ^ ' * ' 
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a tang a- 

m 

d'oode resalterebbe 

R* R* " * 

€ot2a=^ ss ^^tang a=^ata — ì;tanf 

tang2a otanga .* • # • 

Sla&=2a, 61 avreblie per la triplicazione 

defili archi la focmuia^. 

éungùass—^ — ; • 

^ R — tan^ a tang 2 a 

« 

nella (}i]ale,8e8Ì8<Ì8litaÌ8ca il iraloredlTM^ 3 a, 



XXXII. Lo sviltippo delle formule trlo^onoiiiefr!- 
•he, considerato in tutta la sua generalità, for- 
ma un ramo importante dell'Analisi, sopra il 
quale può consultarsi l'eccellente Opera d'Euler 
ìnl\to\sita Introduzione ali* Analisi degli I n^nìr» 
ii^ tradotti!, e arriccliita di Note da Giovanni 
Labey . Noi crediamo Trattanto d| dòvér dimo- 
strare ancora le fo iemale,. ctò «ervono a^ e»I{^i- 
mere i seni, e coseni in funzioni ,.dell*areo; ror* 
inule, la cai notÌM è supposta «ella NotalV. 
se^uQnte, e ób)B d^ikronde son^^ecessario por 
la costrusion dello Tjfvole. « • 

Supponghiamo oràiil raffgtìo 't::;;! ; ciò non alte- 
ra in nulla la generalità dei resultati, e si -ha la 
formala COI* A-f-Js»*A=:i, il cui primo ineinbtx> 
può essere ri^oardatp co^o prodotto dei due 
fattori iaiaiagÌRaiij cos A-\- ^ ^%,hàA.9 ^ cos A 
—^/^ — isena.^e si moltiplicìino insieme due fat- 
tori simili C6>ni^ cai A + V^ — i sen A, co5B-[- V 
— I sen R, il prodotto sarà eos A cos B — sen A sen ri 
-^ (unAwB-^seìuBeosA)^ — 19 e si lidur 



« 
• • 
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oe per conseguenza alla forma co J ( A -}- B ) -f» 
— 1 A-(-tl), la qualo è simile a eiasoua 
dei fattori . Si ba dunque in generale 

'\'$J'^Uen ( A-j-B) ; 

•d è osservabi e chela moltiplicAlioné di que^è)9t 
sortè di quantità si eseguisce aggiungendo sola- • 
mente gli archi ; questa è una proprietà analoga • 
A quella dei Ic^aritmi * Se He oondlucterà SQOoea- 

(i*iA4'-s/-^iia«A )(«>j A+V*"!^*» KpOùonh-^-iJ^UBmK 



^ T]|^iiDoproéottaèegii«l«a(«05 A-f V-«i-tiiiiA)*^ ^ 

il sèòòitdo è éguàlè a {wK^xf-^tmàkf i « tsési . * 

di 96gaito . Dunque in goneraìe • n essendò un nd- 
nero interrì i{nftl^quei éi atra \ , " 

Da ciò re.su Ifta 9 cangiando il segno di j^*-"!» 

e m qneab^ doe equazioni» ohe sono nnnooiise» 
ffueara V una dell'altra » se ne dedurraiiilò i. ^à«. • 
fori separati di f«prK A, ecojn A^ cioè '\ zzvt^ 

\ ' •iwiiAs2i(cwA-^V'«A-ÌJé»A)"+S(cojA-^^/--iJiftA)% . 

t:t3tin.8e8i^o|^Ioiioe8primére lé medèfltmeqaan;. 
tilà per mezzo di serie, bisognerà sviluppare colla 
; fermala dei h\n6ìBÌù{mkr\^rf--Uènh àkH, 

coj'^*Awn*A+ec. y . * 
£ questa quantità essendo il valore di*eef n A-f* 
jeit fi A» si eguagU6tli iepitstsntvtttii ItfsHe 



• é 
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i^ale a foiff A, e la parie immaginaria t ìj 
mhi» A. Si avrà dunque. r 

wtnA zsicos^A^ — — cw" *Aj</ì*A4- " ' , ^ o a ' ' ■ ' 

wJ*"^Aj#«*A— eo. 

iìiiwAaicai^'AigiiA "'"""^""T^oi'-'^ Asen^A+ea 

1.2.3 • • . 

•erte, la cui le^rge è facile a conj>S(Wrii * e per. 
meszo delle quali si trova il seno , e il cofennd uA 
arooitiultiplo di A4ntinainanie»«ioltopiàpr<>iH 
, fa ohe per le opeìrasi^ni indioate nell'att. 34 
/ . xjoriT. Poiebè ti .faa m A a «oi A tang A** 
queste terie póMono metterti sotto la forma. 

é^nAzzco^A( iJ!^Ìan^^A+^^Ì=^ 

V 1.3 ' 1.2.34 / 

Jiii nÀzseos'A l^angA'^ ^^'^^ """^ tn^'A+eo-T 

Sia ns= ^ 4 e i|i avrà sostituendo questo valore, e 

conservando nel iempó'medei^moil fafforeeoj'A, 
/ é.9^Atang*A , A.a>-ttA >J>r3Ato»^A V 

V r i.a A* ' ' t.i.34 A* , / ' 



Io qiiesso foMMilb ti può prender A a piaoe^: 

t an§A 

ti^ppongfaiamq A piccolissima ^ allora — sarà 




lial«ii|f A>A(l),ovvero2^^> 1^ si ha jàà 



\ *• 



(i) AT è maggiore di AM percliè il trianffolo 
ATC.ta al settoreACJtt;;ATXèAC : Alt^ 

ìac::at:ak. 
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4 A / V j tonff A tangA 
ua tempo A^seaA (l) j dua(j[ac ■ < — 2.--, 

o ^^"^ A < — L.. Da ciò 8i vede ohiaramente 

A cos A 

che li rappoLto — e sempre compreso tra i 

limiti 1,0 — ! — . SiaA^Ov si avrà oof Asi; 

cos A 

j . . s tang A ^_ ^ 1 
dunque, poiché — - — e compreso trai» e 

A eosA 

bisogntrà che si abbia osattameute *^*'^'^ .S1'* 

A| 

Dunque facendo Azio, si avrà cos^c ;9 cos" A 

l (. 

!•» l.a.3.4 1.^^.3.4.5.6 / 

8enx=ooB" A(x^_^^ 1- ■ ■■ , . — oc. V 

V 1.2.3 i.a.3.4..5 / 

Besta da vedere ciò ohe diviene oos" A allorché 
A senpre diminuisce , ed infine diviene aero « 

Ora SI ha — = sec* As i-|- tang* daa« 

cos XL k 



q»je cosAszCi+tang^A)"^^, dunque oos* Ars 
/ ( t + tang» A r *^ 1 - " tang* A + " + ^ 

a 2.4 

t ing^Ar^ec. Sostituendo in luoge di n il su(^ 
valore .f., si avrà 



(1) AM è piùffrande di KP, perchè Tarco ?!§. 
MAN è pììi grande della coxda XN* . 

3 
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- a A* 2.4 A* 

Se c* immaginiamo adesso che A diminuisca sem* 
pre di piò, x restando ti medesimo , il valore di 
cos* A si approssimerà di piìi all'unità: in fine, 

. n A tane: A • V 

«e SI nono A =09 e- — - — -=19 avrà esatta- 

A 

mente Gos"A=l. Dunque ai hanno lo formule 

cos a:=i— -|- — ,. -00,» 

1.2 1.2.3.4 1.2. 3. 4. 5. 6 

Èensp^x -+ — ec. , 

i.a.3 1.2.3.4.5 

permesso delle quali si XK>txà calcolare il seno, 
e il coseno d'un arco, la cui lunghessa è data in 
parti del raggio preso per unità. 

xkxv. Questi medesimi valori posson essere 
espressi in una maniera succinta per messo degli 
esponensiali . Per questo bisogna rammentarsi 
ohe^ essendo il numero, il cai logaritmo iper- 
bolico è l'unii, abbiamo 

c , z , s* , s* , , 
é =:i+^.J U -J -f-ee. 

J 1.2 1.2.3 i.a.3.4 
Se in questa formula si fa s = ap > 1, ne risulterà 



1 1.2 1.2.3' i'2.3.4 1.2.3.4.5 
Siavrebbe'similmente, cangiandoli segno di V**^» 

1 1.2 1.2.3 1-2.3.4. X •2.3.4.$. 
Da ciò si ricava 

; -^. I Y • 

2 1.2 1.2.0.4 



I 
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2x/— 1 1.2.3 1.2.3.4.5 

«evie, i cui secondi membri sooo i valori trovati 
di 008 X ^ e scn x . Dunque si ha 

cosx= , sen x = 9 

2 2V^i 

doado proriead =a/— I 



V — 1 tong J7 ; forili a la , della quale abbiamo fatto 
uso nella Nota IV. • 
Lo medesime formule danno «"V^'iscos x -|* 
1 . sen ar, e~*V""'~'OS x — y^— I . sen a: ; dn n- 
qoe,dividendoruna per T altra, si avrà «''V*^' 



cosx — — 1 . sen j; l — ^ — 1 .tangx 
vero, prendendo i logarituii di oiasoun meodìro , 

a3rV-'l=^logY ^'^^'^^'**"^'^ y Ma Siip. 
piamo ohe log./^.ÌÌiL^=2JR-|~ +~2^-j-co.; 

Vi— «/ 5 

meltendo dunquo »/ ^ i . tan«r x in luogo di s » e 
dividendo da una parte , e dall' altra per 2\^— 1 » 
si avrà 

dRZtaogS'— ytang'dp-|-f taag^jp— 'V tang^jr-j- ; 
formula semplicissioia , che serve a calcolar l'arco 
per mezze della sua tangente, allorché questo, è 
più piccola deir unità. 

xxxvi. Per applicar lo formule preccdculi 
alla determinazione del seno, e coseno d'un ar*;o 
dato in gradilo parti di j^rado. Listijiii.i aver la 
lunjrhezza di quest' arco espressa in parli del ra;i- 
gio, ovvero, ciò che torna lo .slesso , biso^ na avere 
il rapporto di quest'arco al ra;i;rio . Ora il ra;^- 
gio essendo i, la seuii-circonfcrenza , o Taroo 



0 
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di 2oo''=3, 141592^5 8p793a. Sia questo nu- 

lUcro^^T} la lunghezza dell' arco . 100" sarà^ 

n n 

^: dunque» se li & nelle formule precedenti «=: 

— .-,.ciie in seguito si ponga il valore di e 

* • . 

si calcolino i coefficienti fino a sedici decimali» 
si avranno le formule seguenti 

m 

cos(— . 100' j=: . 
n 

i»oòooo 00000 000000 



senO— «100 J=5 
II 

n 



,64596 40925 062463 UL 

+0,07969 2Ó262 461670 — 
—0,00468 17541 353187 — 



-j-o»oooi6 04411 847874 



m 



1 1 



—0,00000 35988 432352 — 



m 



-|-o,ooooo oo569 117292 ^ 



771 



»5 



*— o»ooooo 00006 688o35 — 



n 
m 



»7 



-1-0,00000 ocooo 0606Ò9 ^Tr 



«9 



—0^00000 00000 ooo433---7^ 



m 



+0,00000 00000 000000 ^ 



—1,23370 o55oi 3Ó1698 — 



+o»a5366 95079 010480 — 



nr 



1,02086 34807 ^35do -r- 



+0,00091 92602 748394. -r 



1^00002 52020 423731 ^ 



III 



+0*00000 04710 874779 — 



--0,00000 ooo63 866o3i — ; 



+0,00000 00000 656596 — 



— 0,00000 00000 005294 Tt 

.n 

+o»ooooo 00000 000034 — 
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I seni , e coseni degli archi da zero fino a So' 
comprendono i seni^ e coseni degli archi da Scafino 
a loo*, perchè abbiamo sen ( 5o°4-*;~cos(5o°— z), 
e cos ( 5o''-|-«)=sen(5o°— a). Dunque nelle for- 

mule, che danno il valore di sen ^ loo**, e 

oos — loo , SI potrà sempre supporre < 5 , 

di modo ohe le . Serie saranno talmente ooaver^ 
genti ohe non sarà mai necessario calcolare che 
un picco] nnmero di termini, soprattutto se non 
a' abbia bisogno di molti cbcimali . ' 

Se si fa successivamente ^z=z^-^*~^-^J^:in 

s It 10 lo IO lo lo 

troveranno i resultati , che seguono , 
sen io' =: cos 90** o, l5tf43 4465o 40281 
sen\2o** = oos 5o** c= o, Sofmi 65)943 74947 
sen 3o** ='gos "70**2= o, 45399 104997 89547 
sen 40** = cos 60** = c, 58778 52522 92478 
sen 5o^ = cos 5o* = o, 70710 67811 86548 
sen 60° = oos 40** = o, 80901 69943 74947 
sen 70" = oos So** =: o, 89100 65241 88368 
sen 8c** = cos 20** =2 o, 95io5 65i62-95i54 
sen 90° = cos 10^ = 05 98768 834o5 95i38 ' 
sen 100° = cos o** = 1, ocooo ccooo oocoa, 

i quali si accordano ooll^ formule algebriche 

hJcI n 22. Si troverà similmente, facendo -=-L, 

. » loo 

il medesimo valore di sen i^, che abbiamo tro- 
vato nel n.° 265 e la gran facilita, con la quale 
si perviene a questi resultati s^è una prova dell' ec- 
cellenza del metodo . 

D^lta costruzione delle Tavole dei Seni. 

zzxvn. I Dotti, ai quali si dee la prima costru- 
zione delle Tavole dei seni, hanno fiondato i 
lor calcoli sopra metodi ingegnosi; mAla lor ap* 
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|iIicaztone era penoaisstma . L* Analisi lia dato 
clipei (ivi metodi molto più speditivi per eonsegnlr 
ijuest* intento ; ma i calcoli essendo di ^ih fatti , 
questi metodi sarebbero restali senza applieazio- 
iip, se lo slabiliniento del sistema metrico non « i 
avess»' «lato oreaSione di calcolar nuove Tavelle 
conformi alla divisione deeiuìalo clid circolo. 

Per dare un'idea dei metodi, che si possuii 
seg"uire n4 jja costruzion delle Tavole, snppoii- 
ghiamo che si fratti di calcolare i seni tli tnlf i 
g\ì archi di minuto in minuto da i fino a looco 
minuti )0 loo gradi; noi faremo il raggio = i , 
Taroo d'un minuto = a, e subito bisogneiii tro- 
vare il seno ed il oo^no dell* arco a, 'ino a 
ana inolio grande approssimazione . 

Il raggio essendo sa p pi amo ohe la semioircon* 
ferenza?, o V arco di doo^'^iS, I4i59 2^535 897932 ; 
dividendo questo numero per 20000, si Im 1* arco 
d*un minuto o sia 0=O9COOi57o796S26794896 
valore esatto fino al ventesimo deoimalc • Quando 
un. arco sia picoolissimo, il suo seno è sensibil- 
mente ^uale air arco j e così abbiam presso a- 
poco scn fl=o , ccoiS 70796 32679 4896Ó . ila que- 
sto valore è di g;\ìi in errore alla decimatorza cifra 
decimale, la quale non è i cbo la decima cifra 
significativa. Per averne uno più esatto, il mezzo 
il più semplice è di ricorrere alle formule dell' a r- 

l^icolo XXXVT» nelle quali t se facciamo — = 

immediatamente » per i due « o tare. 

primi termini di ciascuna serie, 

sen ar:c,ccci5 7r796 32co3 525563 , 
cos a=o, 9P9P9 99876 6299 ^ 5-2400 5253 ; 

valori esatti sino alla vigesima decimale per il 

seno, e fino alla vìgesima quarta jier il coseno . 
xjixwtxW' Gososoendo il seno , ed il coseno 

deli* arco d'uAóuhatoiadioatopera^per dedurne,. 



Digilized by Google 



TAIGONOMETA I^. £9 

successivamente i seni di tutti pli archi multipli 
(li a a si t'ara nello formule dell' ailicolo xxvm^ 
p — x-^-a^qz^x^a* La prima, e la terza daran- 
no per questa sosti turione , facendo sempre R n: 1, 
sen ( a ) :r:2 008 « sen « ^ sen (x— a 
oos ( X -|- a ) =: 2 008 a co8-|-— 008 (x— - a ) . 
B-esulta da queste formule ohe, se abbiamo una 
serie d* arohi in progressione aritmetica , la ctA 
differenza sia a » i loro seiii formeranno una serie 
ricorrente » la di eoi scala di re/asfone èaeosa,— 1, 
vale a dire, che due séni consecutivi A, e B 
essendo calcolati, si troverà il seguente G molti- 
plicando B per 2 cos a , A per x , èd bsgiun- 
gendo i due prodotti, d* onde avremo Gr=2,B 
cosa — A. 1 coseni dei medesimi arcLi formerà 
no egualmente una serie ricórrente , la cui scala 
di* rcleuàonc è 2cosa,— *!, si avrà dunque ne 
cessariamente 



sen c^o 

sen orrsenfl 

sen3arr2cosflseiiJ2a — sena 
st' n 4«^2cosflsen3a — sen 2a 
sen 5<i:=iicosascn4a-— ficnoa 
ec. 



cos ozrzl 
cos fl:i::cosa 
cos2flrzacosacosa — 1 
cos3fl^2cosflcos2a — cosa 
cos4fl^2cosflcos3fl — cos2a 
cos5<>=2cosacos4A-- cosSa 
ec. 



XXXIX. N<m si tratta adesso che di esegjuire le 
operazioni indicate sostituendo i valori di sen a, 
e cosa. Se si vuol costruire delle Tavole di S'-ni 
con lodeciuìali , servirà prendere i valori di sen 
e cos a approssimati lino a 16 decimali, cioè, 

sen 0 =: o, ocoi5 70796 3aoSS5 , 

cosalo, 99999 99^7^ 629945: 
ma siccome cosadifl^risoe pochissimo dall' unita , 
vi è un messo d'abbreViazione, di cui oonvien 
profittare . Sia Kr=2(i^oosa) ao , ooooo 00246 
740110; si &vràa co8a=2^K| ciò darà. 



Benf»+a)'^senx^aenx^G09(»^^) — Ksen»» 



cos (« -f - a) ««•cos dp=cos » —-«en (^i^— a) — K'cos«. 
Per avere il termine sen («-{-a) serve di aggiun- 
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geM al termine prflcedeate sen » la differenia 
sen («-4*')*^^^ quale sarà sempre pìcco- 
lissima: ora questa diffcrensa è» seguendola for- 
mula^ eguale a una differenia simile di già cal- 
colata seilJP M mt k (jr—- a) , meno il prodotto di sen « 
per il numero costante K. Questa moltiplicaaione 
e duaque la sola operazione un poco lunga 3 che 
iidegj^ia fare per dedurre un seno dai due pre- 
cedenti . Ma bisogna osservare l.° che non si ha 
bisogno di conoscere il prodotto se non che fino 
alla sedicesima decimale ; ciò che darà pochissinko 
cifre da calcolare: 2.** che queste moltiplicazioni 
possun essere molto abbreviate formando avanti 
1 prodotti del numero costante 246740110 per 
1,2,3 fino a 9 *, perchè con questo meazo si avran- 
no immediatementei prodotti parziali , che risul- 
tano dalle difFerrenti cifre del moltiplicatore 
sen JT, e non resterà altro ohe a far rsuldiaione 
di questi fuPodotti» liiftiteiidoii sempre alla aedi- 
eesimà deoimale. 

Gli stessi ragionamenti dovranno essere segui» 
tati nel calcolo dei ooseni; ed allorehè si sarà 
prolungata V una» e Taltra serie fino a 5o^t la Ta- 
vola sarà completa . 

XL. £ necessario, lo ripeiìamo, di calcolerei 
fleni con 16 decimali, vale adire con cinque, o 
iei decimali di più di quelli» che non si voglian 
realmente 9 a fine d'essere assicurati che gli errori» 
quali possono moltiplicarsi ne] corso di 5cco 
operastoni, non influiscano sopra la decima deci- 
male degli ultimi resultati. Fatto il calcolosi 
toglieranno i decimali superflui , e aou si conser- 

. veran nella Tavola che 10 decimali. ' 

\ Del resto, quando si tratta di eseguir tanti 
calcoli 5 si dee cercare di verificarne i resultati 
più spesso che sia possibile . Neil* esempio, che 
abbiam riportato , d' una Tavola calcolata di mi- 
nuto in minuto , sarebbe necessario di calcolare « 
antccedeateuiCAte i seni» e eoseni di grado in gra- 
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do ; oi^ eark jdi ico termini in conto termini , una 
verifica2Ìone utilisnina . Ora , per calcolare i seni 
di grado in grado « si hanno le formule a e valori, 
«be seguono : 

sen («+ 1°)— «cn acssen»— 8en(«~ l*)— A sen « , 
€08 )— oo8«s:cosaN-oo8(»~ l*)— fcoos » 5 

«eni =0,015707317311820676, 
0081*=: 0,99987 6d324 3i66o $99, 




dar 

. _ por 1 valori di già 

conosciuti di sen lo , sen 2o,* eo. In fine, quando 
la Tavola intiera è costrutta, si può ataoora ve- 
rificarla in r£uant6 maniere si vorrà mediante 

l'equazione 

sen (100"— ar)-f-sen (20**— a; )+8eft/ ao*-4-»i = 
sen(6o"-.x)-|-sen(6o°+a:). ' 

XLi. I seni tali quali resultan dai oalcoli, ohe 
abbiamo indicati, sono espressi in parti di raggio, 
e si chiamano seni naturali : ma abbiam conoscin- 
to nella pratica che vi è molto vantaggio a ser- 
virsi dei logaritmi dei seni in luogo dei seni me- 
desimi ; in conseguenza la più parte delle Tavo- 
le non contengono i seni naturali , ma solamente 
i lor logaritmi . Si concepisce che i seni essendo 
calcolati, è stato facile di trovarne i logaritmi; 
ma .siccome ]a supposizione del raggio — 1 ren- 
derebbe negativi tolti i logaritmi dei seni , si è 
prescritto di prendete il raggio ±z icooc oc eco©, 
vale a dire si son moltiplicati per looocccccco 
tutti i seni ti^vati nella supposizione del rag- 
gio=i. Per questo mosso il raggio, o seno di ico% 
che sMncontra frequentemente nel calcolo, ba 




logaritmi negativi . 
I logaritmi dei seni essendo trovati, si dedm» 
•ouofaoilissimamedte i loguritmi do}lo tangenti 
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con delle semplici sottrazioni; perchè» siccome 
•i ha tang » ss , ne proviene log. tang«s: 

008» 

lO'l'l^v 6en»— >1og,co8 x. Quanto ai logaritmi 
delle secanti » qiiesti si troveranno in una manie- 
ra più semplice per niesao dell* equazlcme sec.dp= 

Ed è appunto perchè vi si può supplir Ik- 

cos» 

cilnienta» ohe non si sono inseriti nelle Tavole 
se non ohe i logaritmi dei soni , e qoelU delle 
tangenti . 

Aestcrebhe a spiegare le specie d*interpola- 

aioni , di cui uno si serve sì por trovare i logai'i- 
tmi degli archi» che contengono delle frazioni 
di minuto » si per trovare gli archi» ohe corrispon- 
dono a un looaritmo dato di seno, o tangente, 
allorché questo logaritnìo cade tra due logaritmi 
delle Tavole . Ma per queste particolarità non si 
può far nico:lio che consultare le spicjj^azioni » da 
cui io Tavole soa sempre accompagnate . 

T linci jìj per la risoluzionÈs dei Triangoli 

rettilinei . 4 

XUi, In ifualunque triangolo rettangolo il 
raggio sta al seno d*uno degli angoli acuti ^ 
come l'ipotenusa sta al lato opposto a quell'au'^ 
gola. 

^"$•^3, Sia ABC il triangolo [)roposto rettano^olo 
in A; dal punto cnim contro, e con un 
raggio CD eguale al ra^uìo delie Tavole, 
descrivete ì*arco DE, che sarà la misura 
deli' angolo Q ; abbassate sopra CD la per* 
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pendìcolare EF, che sarà il seno dell' angaio 
C .1 triangoli CBA , CEF &on feiniili , e danno 
la propurzìone CE ; JBF : : CB : BA ; dun* 

E : sen C : BC ; BA . 

xLiii. In fjualunque triangolo rettangolo il 
raggio sta alla tangente (T uno degli angoli 
acuti , come il lato adiacente a quest'angolo 
Stà al lato opposto, , 

Avendo descritto FarcoD£,come nell'ar- 
ticolo precedente , alzate sopra CD la per- 
pendicolare DG 5 che earà la tan'j^ente dell* an- 
golo C. Dai triangoli cimili CDG, CAJi si 
avrà la proporzione CD * DG * * CA * AB^ 
dunque 

R : taog c :.: GA ; ab. 

XLiv. In un triangolo rettilineo qualumpie 
i seni degli angoli son come i lati opjtosti ai 

medesimi . 

Sia Ai e il triangolo propo8to , AD la per- Fìg. 
pendici»! a re abbassata dal vertice A sopra il 
)ato opp<)<>to BC: potranno succeder due casi; 

1.^ Se Ja perpendicolare cade dentro II 
triangolo ABC , i triangoli rettangoli ABD^ 
AGD daranno, seguendo l'articolo xui.^ 
R : sen G ; ; AC ; AD, 
B : sen B : ; AB T AD. 
In queste due proporzioni gli estremi es- 
sendo eguali 9 si potrà con i medj intavolar* 
la proporzione 

senG :sen B : : AB ; AG. 
ft.^ Se la perpendicolare cade fiiori del ifig. 
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triangolo ABC, i triangoli rettangoli ABD, 
AGD daranno ancora le proporzioni 

a ; 6cn c : ; ac ; ad 

B. : sen ABD ;: AB ; AD. 

Da ciò si ricava sen G sen ABD * J AB l 
AG. Ma l'angolo ABD è supplemento di 
ABG, o B^ dnnqne sen ABDssen B; dun- " 
qne si ha ancora 

«en G : sen B .* ; AB ; AC . 

XLV. In ^ualùnifue triangolo rettilineo il 
coseno d'un angolo stà al raggio come la 
somma dei quadrati dei lati, che comprenn 
don quest* angolo, meno il (Quadrato del terzo 
lato', stà al doppio rettangolo de* due primi 

lati, vale a dire^ si ha cos B * R ^ * AB^'- 
BC^AC: aABX BC, ovvero cos B = R X 
AB4>BC»-AC 

aABXBG ' ~ 
4- Sia ancor qaì abbassata dal vertice A H 
perpendicolare AD eopra il lato BC . [ 
1.^ Se questa perpendicolare cade dentro il 

s. trian«olo,8Ìavrà*AC==ÀB4-BGl.aBGXBDi 

^ . 2 2 2 

, AB + BC~AG ^ , . ' 

dnnqueBD=— — ^ — ■ ■ Ma nel trian- 

^ 2 BG 

golo rettàngolo ABD si ha R ; sen BAD ; * 
AB ; BD; inoltre, l'angolo BAD essendo 
complemento di B, si ha sen BAD = cos B; 

RXBD 

dnnqne cos Bcs — — > ovvero , sostitueo- 

Jr^4 
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do il valore di BD , 



a — % 

^ AB-UBC 

eoa 



aABXBG 



a,* Se U perpeadicolare cade al dì faor^ 5 
del triangolo, ài MA AG = AB^-f BG + 

2BCXBD*i dumiueBD=12nÌ^Il5£. 

Ma nel triangolo rettangolo BAD sì ba eem- 

pre «en BAD, o eoa ABD=s — — — , e Pan- 

AB 

golo ABD essendo supplemento di ABG, o B, 

si ha * eoa B= — 008 ABD =— 5-^^=r— »„ 

AB 

danque > sostituendovi il valor di BD ,siavrà 
ancora , 

aABXBC 

Siene A, B, C i tre angoli d'un trianf^olo 
rettilineo; a, b, c ì lati, che son a loro re- 
spettivamente opposti , si avrà, seguendo que- 

st ultima proposizione 3 cosB=R. ■ . 

Il medesimo principio essendo applicato a 
ciascuno dagli altri due an^roii darà simiU 

mente epa A = R. : ,cosC=R. 
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xuTi. Queste fre formule sole servono per risol- 
verò tutti i problemi della Trigonometria retti- 
linea perchè , essendo date tre delle sei quantità 
A, G, a 9 €981 hanno da queste formule 
Tequasioni necessarie, onde determinar le altre 
tre rimanenti . Bisogna per eonsognenza cbe i 
prìncipi già esposti , e quel li 5 che visi potrebbero» 
aggiungere, non sieno se non una conseguenza df 
queste tre formule tbndanientali . 

In effetto il valore di eos B da 

8en-B=R*-cos*B=R». il-I 1—1 — — 

(i>a*5'+5ìaV+llt*c'— a^— ) i dunque 
h Mbc 

Il secondo membro essendo una funzione di 

fl, nella quale questo tre lettere entrano 

tutte egualmente, è chiaro che sì può far la 

permutazione di due di queste lettere a piaci- 

, ^ senB senA senG 
mento, e che così avremo — ; — zz — . 

b a c 

Questo è il principio notato neli n .** xnv. E dal 
medesimo si dedurrebbero faoilmente i princip) 
dei numeri xui.» e xuii* 

XLVir. In qualunque triangolo rettilìneo la 
somma dei due lati stà alla lor differenza 
come Ia tangente della semisomma degli an- 
geli opposti a questi lati stà alia tangente delia 
semidiffìtrtnza di éfuesti medesimi angoli. 
Fig. 4. c5. Perche dalla proporzione AB * AC ; ; sen C T 
san B si ricava AG+AB : AG— AB : ; sen B + 
«en G : seci B — sen G. Ma dalle formule delFar- 
ticoio xxxx. ai ha sen B-^-sea G ; »eii B -i-» sea C 1 1 
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B4-G B— G , 
tMg — ■ — : tang i donque 

AC+AB ; AG-AB :: taog ; tanghi 

che è quauto abbiamo enunciato. 

GoQ questo picco! oumero di princlp] siamo 
io «tato di rÌ6oLvere taUi i casi delia Tri- 
gonometrìa retdliaea • 

Risoluzioni dei triangoli rettangoli, 

XLViii. Sia A r angolo retto d' un triangolo 
rettaugolo proposto; e G gli altri due 
a napoli; sia a ripotenosat b il lato opposto 
ali angolo B , e c il lato opposto all' angolo G. 
Bisognerà rammentarsi che i due angoli B, 
e C aon complementi l'uno dell' altro , e che 
così 3 8et»;uendo i differenti casi , si può pren- 
dere sen GscosB, sen B = co8C5 e simil- 
mente tanor B=cotC3 tang C==cot B.Ciò 
posto 9 i di£Gnrenti Problemi 5 che si possono 
aver da risolvere sopra i triangoli rettangoli , 
rìduconsi sempre ai quattro casi seguenti^ 

I.^ CASO 

XLix. Essendo data r ipotenusa Sk, ed un 
lato h , trovare il terzo lato ^ed i due angoli 
acuti . 

Per determinare T angolo B si ha la pro- 
porzione *a^à**R* sen B . Conoscendo »3j^„. 
r angolo B,si conoscerà nel medesimo tempo 
il soo complemento ico^*— *B=C : si potreb« 
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Le anco aver C direttamente per la propor- 
zione a : ^ R ; eoa C . 

Quanto ai terzo lato e , si può trovare io 
dne maniere. Dopo aver trovato T angolo 
si puè fare la proporzione * R * cot B ; ; ; c , 
che darà il valore di c , ovvero ^\ può pren- 
der direttamente il valore di c dall' equazio- 
ne c*=a* — 3*, che dà c=;Va*-5^* per 
conseguenza 

log c == J log ( fl+ft ) -j- f log ( a — & ) . 

If ® CASO. 

L. Essendo dati due lati b, e c delV an» 
gaio retto • trovar l'ipotenusa, e gli angoli . 

Si avrà r angolo B dalla proporzione * 
^ l ^ l l ^ l tang B. In segaito si avrà C = 
iOO*«— B.Si troverà ancora G direttamente 
colla proporzione ^ .* c ; ; R ; tanrr C . 

Conoscendo l'angolo B, si troverà l'ipote- 
nusa per la proporzione sen B R ^ ; ^ ^ a, 
ovvero ei può aver a direttamente dall* equa- 
zione a=s5 V ) ; ma qnegt* espressione, 
nella qoale non pnò decomporsi in 
fattori , non è comoda per il calcolo 
ritmico. 

III.® OA8 0^. 

Lì. Essendo dati l' ipotenusa a.^ ed un an- 
golo B , troi^are gli altri due lati b, e c. 

Si faranno le proporzioni R * sen B * * 
l cos B**4ijc, le quali daranno 
i valori di e c. Qoanto all'angolo C, egli 
è eguale al complemento B • 
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IT,*' CASO. 

*ltr. Esstmh èttì^ un U$t9 h dell'angolo 
retto j ed ùno degli angoli acuti, trovar V ipo- 
tenusa y e V altro lato • • 

Conoscendo uno dewli angoli acuti , si co- 
aoficerà T altro ; cosisi può suppor conosciuto 
il lato 6, e r angolo opposto B. In seguito, 
per determinare a, e c, si avranno le prò* 
porzioni 

se» B : R : : ^ ; a , R : iot B : : ^ : c . 

Risoluzione dei triangoli rettilinei 
in generale m 

Siepo A, B, G i tre angeli d*im triangolo 
rettilineo proposto, e sieno a^ e ì lati, 
che sono a loro respettiTamente opposti: i 

differenti Problemi , che possono aver luogo 
affine di determinar tre di queste quantità 
per mezzo dell' altre tre, si ridurranno ^sem^ 
pre ai quattro casi seguenti . ^ 

O A 8 o . 

un. Essendo dati il* lato a, e due degli 
angoli del triangolo, trovar i due altri lati 
e c. • 

I duo augoU cogniti faranno conoscere il 
terzo; in seguito si tcoveranno i due lati 
• c per le due proporzioni * 

sen A ; sen B : : « : 
snn A : sen G : ; a ; e\ 



trianfj^ló 0£D rettangolo ki E si ha DEssss 

OE.f:«inffDOE ccififiG.taneAB ^ 

^ r= r""^ ; dunque B . 

^^.casBCtarijr AB. R.sen BG 
eoa B : :«eq BC; — ; 1- — ' : 

tang AB, o infine 

R ; coti B ; ; tang BG ; tanfi AB. 
Se facciamo^ come sopra, BC — a^ ed 
Ap==Caaiavrà R* coaB * ; tanga *.tang<;, 

-, R t^riff c tane c cot a „ 

ovvei^o eoa B -^=5 — ^ . Il me* 

taoga ' R 

decimo principio applicato ali* angolo C darà 

R tang^ tang ^ cot g 

' tanji a ' K 

XXIV. In qualunque triangolo sferico rettane 
gol0 il raggi/} ità al coseno (T un lato dell* an^ 
gaio rietto come il jposcno dell' ^tro laio Stà 
al eoi^ua dell* ipotenusa. 

Sia ABG il triantrolo proposto rettangolo 
in A ; dico che fii avrà R * eoa AB * * eoa AC^ 
coaBC. 

Perciò la costruzione essendo la medesima 
che oeUe due Proposiskmi prece4poti s U trian- 
golo ODF rettan£rolo in D, ove .si ha Tipo» 
tenosa OF=B , da^rà 0D=co8 DOPr=co8 AC ; 
in fiegoito il triane:oi<) ODE rettangolo in £ 

J \: r^r. OD C08 DUE ro^ AC C98 AB 

darà OEag. . ■ ^^ » ' , ■ 1 » >w 

R • R 

triaogob rettangolo OEF si ha OE» 
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rnc AC eoe A Ti 
cos BC : danque^cos BG = ,ov- 

vera, ciò che torna lo eteseo , 

R ; cos AG : : cos AB ; cos BC . 

Questo teoco priacipio si esprime coireqaa- 
ziooe R cos a=cos h oos a., e non è suscettibile 
di foroìrae una «eponda , come le due preceden- 
ti, perchè la permotazione &tta tra^^é^non 
porta alcun cangiamento all'equazione. 

Lxv. Per mezzo di questi tre principj «gene- 
rali si posson trovarne tre altri necessari per 
la risoluzione dei triaogoii sferici rettangoli . 
Qnesti aliimi principj potrebbero dimostrarsi 
direttamente ciascuno con Qua costrazione 
particolare; ina è preferìbile di. dedurli dai 
tre primi per mezzo dell' Analisi, come adesso 
faremo. 

. • TI K-sen^ ^ Rtang^ 

L equazioni senB= , eos Ite ^ 

^ seoA ftanga 

cosG tanff^ 

danno . mediante la divisione,— —= r- 5 

seaB sena 

= (liegaendo ìi terzo principio^ 



tan»ra coab 

*■ ■ 

-— . Si ha dunque qneeto qoarto prindpio 

senB. :cosG:: R:cos . 
dal quale rìsolta ancora, per la permv^tazion 
delle lettere, sen C ; eoa B I : R I cos 
Il primo, ed il secondo principio danno 

sena tan^ra 



TK / C OHOMETAIÀ 65 

. . . senB tangrB senhthiìsa 
ai deaoce , ovvero ^ c= — ss 

C08 o A fieli a taiJLt c 

B,»enb 1 , , ) 

= f in virtù del terzo principi o 
COH a ta ng c * 

— =■ r . Daaqoe si ha per 

cos^coKC tangc seno . ' 

quinto principio l equazione tang iias r ^. ■ ^ 

ovvero V analooria , o proporzione 
B l tan^ ^ * 6ea c * tang 
dalla quale resulta aacora , per la permutazioa 
d«lle lettere ^ n 

R l tang C ; ; sen ^ ; tang e . 
Finalmente qaes te due formule danno taogBX 
^ n T»s tanffZ^tangc 

fiencsend cos^cosc 
R' 

virtù del terzo^rineipio ) . Dunque R ^ = 

co«a tangB tangC, ovvero cotB cot CsdElcosa^ o 

tang B : cot C : ; R ; C08 a. 
Qnecto è il mto, ed ultimo principio: egli 
non è «ofcettibile di fonurci un'altra equa* 

zione, perchè la permutazione tra C^eB non 

vi produce alcun cangiamento. 

Ecco la recapitolazione di questi sei principe 
quattro de'quaii danno ciascuno due equazioni. 
1. H srn i = senasenB, R sen c=sen 08en G 
1 1 . R tang ^ niang fl cos C, Btangc:;ptaug0tìO6B 
111. R cos a riz fos h ccis c, 

J V. R cos Bz= sen C cosZ>, R.oosCrryjen Bcosc 
V. Rtan^/nsenc tangB, Rtangc=fien * tangC 
VI. R cos a = cot B cot C . 

s 
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Ne resnitano diaci eqaMioni contenènti 
lotte le relazioni , che possono esistere fra 
tre de' cinque elementi B, G^a, c^di 
maniera che, esiendo eogoite due di queste 
quantità, si conoicerà immediataineote la 
terza per il rao seno , eoo coseno, ioataogen- 
te, o cotaogeote* 

iXTT. È da notarsi che qoando an elemento 
verrà solamente determinato per il suo seno, vi 
earan due valori di questo elemento , e per 
conseguenza due triangoli, che soddisfaranno 
alla qaestione • Perchè il medesinio seno , che 
appartiene ad nn angolo, e a nn arco, ap 
ìpartieoe ancora al soo supplemento,. Non suc- 
cede ristesso allorché F elemento incognito 
farà determinato per il suo coseno, sua tan- 
gente, o sua cotangente. Allora si potrà decide- 
re, per il segno di questo valore , s« T elemen- 
to ^ di cai si tratta , è piò grande > o più pic- 
colo di loo^. U elemento sarà più piccolo di 
loo^seilsooeosefio, la'soa tangente, olasoa 
cotangente ha il' segno ; e sarà più grande 
che ico^ se una di queste linee ha il segno—. 
Si potrebbero altresì stabilire sopra questo 
soggetto dei precetti generali, che non saran- 
no se non ooiisegnenze delle sei dimostrate 
eqnasioni • 

Per esempio , resalta dairegaanone Rcososs 
eoa b cos e che i tre lati d*on triangolo sferi- 
co rettangolo son tutti minori di 100°, ovvero 
che dei tre lati due son più grandi di loo**, 
ed il terzo minore •Nessun' altra combinazione 
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nòn può rendere il segno di cosi cote rimile » 
quello di cos a , com' esigè questa èquazione. 

Medesimamente l'equazione R tang Cs=s 
sen ò tang c , ove sen ^ è sempre positivo , prova 
che tang C ha sempre il medesimo se^no di 
tang c , Laonde ia qualunque triangolo sferica 
rettangolo un angolo obliquo, e U lato cho 
gli è apporto , son sempre della medesima spe^ 
eie, è vale a dire son ambedue più grandi , o 
ambedue più piccoli di icc°, 

Risoluzione dei triangoli sferici rettangoli^ 

Lxvii. Un triangolo sferico paò aver tre an- 
goli retti, ed allora i suoi tre lati sono di loo*; 
poi aTer due angoli retti solamente , ed allora 
i lati opposti sono ambedee di ioc% e resta 
un angolo col lato opposto, che ton misurati 
r uno • r altro dal medeeimo numero di gra- 
di . Questi due triangoli uon possono, comesi 
vede , dar loogo .ad alcun Problema \ à pnò 
dunque fari^ astrazione da questi cari partico- 
lari per non considerar cbe i triangoli , i quali 
banno un solo angolo retto. 

Sia A rangole retto, B, e C gli altri due 
angoli 5 che noi chiamiamo angoli obliqui ; sia a 
r ipotenusa opposta all'angolo A,^^e c ì lati 
opposti agli angoli B e C . Essendo date due 
delle cinque quantità B , G, a ^ b^ c , la rìsolu- 
tione del triangolo si ridurrà sempre ad uno 
de* sei casi seguenti . 
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ultuì. Xssenio data V ipotenusà 9k,edun la<», 
to si troveranno i due angoli h , eC, edil. 
terzo lato c per V equazioni 

— Kseii^ ^ iixns^bGOta Rcosa 

genB r" »co8C=s — ^ ■ ^eoa^s — — -, 

sena R coso 

L' angolo G non può lasciar alcuna incertezza 
uè tampoco il lato c ; quanto all' angok> B , egli 
debb' esaere delia medesima specie che illato 
dato^. 



CASO 



I.XIX. Essendo dati i due lati dell'angolo 
reito h , e e, si troveranno'V ipotenusa a , e gli 
angoli B # e G per V equazioni 

coshoose ^ XI iitans:^ ^ ^ R tanice 
eos 0= ■ ■ ■ ■ 9 tangB = ^ » taag G ~. 

R sen c sen b 

Non yi è alcuna ambiguità io questo caso • 

111,' CASO. 

urx. Essendo data l'ipotenusa k, e un 
angoloB^si avrannoidue latih e c^eV altro 
angolo G dalF equazioni 
, sen a sen B ^ tancriicosB cosa tanix "B 

Gli elementi c , e G son determinati senza 
ambiguità da queste formule} quanto ai lato 
h sarà della^nedesiffla specie cbè 1* angolo B • 



kju^ jd by Google 



TKIGOKOMETIIIA . 6f 



I V.° CASO. 



Lxxi. Essendo dato il laf dell' angolo retto 
b con l'angolo opposto fi, si tto(^emnnoB,,e 
a C per messo delle fòrmule 

Rsen^ ".^tanffJcotB ^ RcosB 
sena^ , seni d i. ■ ^^senOzz » • 

sentì li conb 

In questo, caso i tre elementi iocogoiti son / 
determinati da dei seni ; cosi la questione è 
sascetttbile di due solazìoni . evidente io« 

fatti che il triangolo ABC , e il trianscoio 
ABC sono ambedue rettangoli in A, e hanno 
ambedue il mede&imo lato AC = Z>3edil me- 
desimo angolo opposto B = B^Dei resto, i 
valori doppi sideggiono combinare in modo 
ehe c^ e G .sieno della medesima specie; in 
segnito la specie di c , e h determina qnelia 
di a , per T ispeziori della formula cos h 
008 c R C08 a ; ma il valore diasi determi- 
nerà direttamente per mezzo dell'equazione 

R sen b 

sea a =s — . 

senB 

V/ CASO 

LXXn. Sssendo dato un lato dell* angolo 
retto h con V angolo adiacente G , si troveranno 

gli altri tre elementi a^c, B per mezzo delle 
formule 

coti cos G ^ sen&fangC ^ cos h senC 
ooft as: ■ I t tang«— — — -s^ • cosB = — * 
B. B. 

In questo caso non può rèstare veruna ineer- 
teaza sopra la specie degli elementi incogniti.^ 
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VI.* CASO 



Lxxni. Essendo dati gli àngoli ohliqui B, 
t G, «i trowmno i tre Unti tk, c per* le 
formule 

cotBcotC , RcosB RcosC 
oo8a= ^COIÌ0= — ^sCOSCS- 



R sen C sen B 

£d anco ia questo caso non resta alcaaa ia« 
certezza. 

OSSERrAZIONS. 

LXTir. Il trians^olo sferico, di coi A, B, G 
sono cfliangoU 5 ed 3 ^5 c i Iati opposti, corri- 
sponde sempre a un triangolo polare , di cui 
gli angoli soa sapplementi dei lati a ^ h , c , 
e i lati sapplèmeoti degli angoli A , B , C ; 
di maiiiera che, se si chiaaiAQO A', B', G'glj 
angoli del triangole polare , e a\ b\ € ì lati 
opposti a questi angoli, si avrà 

A'=200*— • fi, B'=:20O°— ^ 5 C'=200^-^ , 

• ssaoo''— A, ^ s=aoo*~B, c'=2co''--G. 

Ciò posto , se un triangolo sferico ha nn lato « 

eguale al quadrante, egli è patente che l'an- 
golo corre.spettivo A' del triangolo polare 
sarà retto, e cosi questo triangolo sarà ret- 
tangolo* Dunque i due dati, che si debbono 
avere, oltre il iato di ioo% per risolvere il 
triangolo proposto, serviranno a trovare la 
soluzione del triangolo polare, ed in conse- 
guenza quella del triangolo proposto . Da ciò 
si potrebbero ricavar delle formule simili alle 
precedenti per ri^jolieire. fiorettameli te i trian*' 
goii sferici , che hanno un lato di ioo° 



,0 



I 
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Un triangolo isoscele si divide in due trian- 
goli rettangoli eguali in tutte le loro parti, e 
così la risoluzione dei triangoli sferici isosceli 
dipende ancora da quella dei triangoli sferici 
rettangoli. 

Sia A6G un triangolo sferico tale che i Fig n 
due lati AB , BG sien supplementi T uno 
dell'altro; se si prolungano i lati AB, AC 
fino al loro incontro inD, è chiaro cheBG, 
e BD saranno eguali^, essendo supplementi 
d*Bn medesimo, lato AB; d'altronde è tìsì- 
bile che le parti del triangolo BGD essendo 
cognite , si conoscono ancora quelle del trian- 
golo ABG 3 che è il resto del fuso AD , e recì- 
procamente . Dunque la risoluzione del triaiv * 
golo ABG, nel quale due lati fanno inùein^ 
aco^^ si riduce a qnella del triangolo isoscele 
BGD, o a quella del triangolo rettangolo 
BDE , ch'ò la metà di GBD , 

Allorché i due lati AB, BC son sopple- 
roenti l'uno dell'altro, bisogna che gli an- 
goli opposti BAG 3 AGB sieno ancor sup- 
plementi l'uno dell'altro, perchè BGD è sup- 
plemento di BGA; ora BGD=D:=:A« Dunque 
non si può avere a4-c=;5aoo'' eenza avere 
ad un tempo A-{-C=aoo% oìi eh' è reci- 
proco . 

Da questo si vede che la risolazione dei 
triangoli sferici rettangoli comprende 1/ 
quella d^ triangoli sferici , che hanno un lato 
eguale al quadrante ; 2.** quella dei triangoli 
sferici isesseli; 3/ quella dei triangoli «feri- 
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ci , nei quali la somma di due lati e quella 
dei due angoli opposti ton Tana e Taltsa 
di 2CO^ 

Vrincipj per la risolusione dei triangoli 

sferici in generale . 

LXXV. 7/1 qualunque triangolo sferico i seni 
degli angoli son come i seni dei lati opposti . 
^C*>^ Sia ABG OD triangolo ^rico qnalonqne, 
dico che bì avrà ron B * aen G * 2 AG * 
•cm AB. 

Dal vertice A abbassate l'arco AD per» 
pendioolare sopra il lato opposto BC, i trian- 
goli rettangoli ABD , AGI) daranno le prò- 
poraiooi 

een B : R : : Ben AD : ten AB, 
R : sen G : : sen AG : m AD; 
Moltiplicandò queste doe equazioni per or- 
dine, e omettendo i fattori comuni, si avrà 
sen B " sen G ^ ^ sen AC ' sen AB. 
Fig. i4. Se la perpendicolare AD cade al di fuori 
del triangolo ABG , si avrebbero le due ipede- 
«ime proporzioni , in ima delle quali sen G 
indicherà sen AGI^ ma sia come Tangolo AGD 
eFangrolo AGB son supplementi l'onodell* al- 
tro, i loro seni sono eguali, e così abbiamo 
sempre nel trinnprolo AGB sen B * sen G * * 
sen AG * sen AB . 

Sìeno e i lati ree petti va mente oppo* 

«ti agli angoli A» B, G si avrà, seguendo 
questa proporzione » een A * sen a * * sen B * 
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Bea òli 860 G * san ciò che dà la doppia 
equazione: 

sen A nen U sen G * ' 

.seoa sea^ sene 

LXXVT. In qualunque triangolo sferico il 
coseno (Turi angolo è eguale al quadrato del 
raggio moltiplicato per il coseno del lato op- 
posto, meno il prodotto del raggio per i cO' 
seni dei lati adiacenti , il tutto diviso per U 
prodotto dei seni di questi medesimi iati; e 
wUe a dire che si ha quanto ali* angolo G , per 
esempio , 

^ R*cosC' — Rcosacos^ 
C08C= .0* avrebbe si- 

Ben a seri b 

milmente per gli altri due angoli 

. R*co8fl— 'Rcos^coec _ 
eoa A sr , e eoa Ji = 

8ea b fien c 

R* C08 ^ — ' R cos a POS c 
sen a èen c 

Sia ABC il triangolo proposto , nel quale si Fìg. 16. 
faBG=a5 AC = ^5 AB=c. Dal punto O, 
centro della sfera, tirate le rette indefinite 
OA 9 OB , OG ; prendete OD a piacimento , e 
per il pento D conducete DE nel piano OCA , 
e DF nel piano 0GB , ambedue perpendico- 
lari a OD 5 le quali incontrino in E, e P 
i ragcri OA, OB prolungati; infine congiuo- 
gete £F. 

L'angrolo D del triangolo EDF, è per co- 
gtrnzione, T angolo che fanno tra loro i pian 
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OCA, 0GB; oosì T salolo EDF è •craale 

air angolo G del triangolo sferico AGB: ora 
♦ »Lv» nei triangoli BEF, OEF si ha/ 

CTsEDF _ DE + D F>--KF 



— a 



Prendendo dalla seconda il valore di EF^e 

sostituendolo nella prima , sì avrà 

— 2 2 a 2 COfEOP 

cQgED F^^ DE+DF— 0E^F+20EJQ.— — 
~Ii 2DE.DF 

Ora ÓÉ— DÌtf==^,edÓP--jSF «i 
ha dunque 

OE . or .C09 EOF — OD ; R 

= DE-DP • 

Noasi tratta adesso se non che di sostituire 
in questa equazione i \ Pilori relativi al trian- 
golo sferico. Ora si ha EDFsG, EOFsABssc^ 
OB__R__ R OF_ R 

DE~8enDOE~sen6' DF ~ sen BUF ^ 

fa OD cos D OE «os^ OD cosDOF 

^t^' DE"~8eQ DOÉ~^ ' DF^sen DOF 

eoe a 
s • JJuDque 

_ E * cos c — R co» a cos h 
cos C = , • 
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Questo principio, il quale essendo successi- 
▼amente applicato ai tre anu;oii somministra 
tre equazioni, serve per la rieolazione di 
tatti i problemi della Trigonometrìa sferica : 
esso ha, per rapporto iu trtaogoli sferici, la 
medesima generalità che il principio delP ar- 
ticolo XLV. , per rapporto ai triangoli piani . 
Infatti poiché si hanno sempre tre elementi 
dati, per mezzo dei quali bisogna determinar 
gli altri tre, è chiaro che questo principio 
dà r equazioni necessarie per risolvere il prò- 
blema , equazioni che appartiene ali* analisi 
di sviluppare alteriorménte ond* averne, se- 
condo i differenti casi, le formule le più sem- 
plici ,6 le più adattate al calcolo logaritmico . 

ucxvii. Poiché il principio 3 di cui parliamo, 
è assolutamente generale , egli dee conte«i> 
nere tutti gli altri principj relativi ai trian- 
goli sferici , e specialmente il principio del 
n/ 75. Questo è ciò, eh' è fiieile verificare. 

. ^ R*OD9C^Reo8«co«^ 

Difatti Tequasione* eoa G = , 

senasen^ 

dà R* — cos*C, ovvero jen'C— 

-^PTi*r7?on 7 T? ^< o^ ^^co^^^2R^coiacoy^osr-^R'^row»g^ 

sen^a sen*^ 



Ora sen*flspn* 5=:(R* — 008*<^)(R*— cos* 
R*— . R^ cos* a - R* cos* ò+008*« cos** . Dunque 
sostituendo, ed cstraeudo la radice, si avrà 

genC= - V (K^^— R*oo8*«— R*cos** — 

sen asen b 

R^oos*c-(-aRco8aoos^oo80). , 

Sia , per abbreviar^ Z == V ( R^ — R^oos» a— 
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'R^ 008* 008^ c -j- 2 R CO8 a oas S eoa c); 8i avrà 
dunque 

^ RZ sen C RZ 
ion G = , ovvero = r • 

sen a sen & sene senasen ^seiic 

I valori di C08 A5 e eoe B daranno si- 

sen A RZ sei^ B _ 

nulmente = » - — 

sena sena fon #Mnc Beno 

H Z 

» perchè la quantità Z non cau- 
se 11 a 8en b seu C 

già allorché si fa la permutasiofie tra due delle 

^.^v . j . , sen a sen h ^ 

quantità a» 0, c; danqae si àa 



sen G 



sea A aaa B 
: questo è il principio del n«* lzxv. 



sene 

Lxzvm. I valori, che abbiamo trovati per 

C08 C 5 e sen C , pogson servire a trovare gli 
unfToli d'un triangolo sferico , di cui si cono- 
scano i tre iati ; ma esÌ8ton(t delle altre formule 
più comode per il calcolo logaritmico. 

Infatti , se nella formula B.!— «RcosCs 
aseu^fC ai sostltoisce il valore di eoe 
61 avrà 

2sen*^C __^^co8G ^ oosaoos^^-flenasen^— Roosc 

H * R sen a se II b 

11 numeratore di questa espressione si riduce 
a R cos (a — 6)— R cose; ora, per mezzo 
della fermuU Rcos^— «R Gosp =2 seo i 



* «.▼III «eo è trova R co« M~R còs c 

2«en i (£?—*-|-tf)«en f(c—a-|-A); dunque 

_ gen ( — ! 1 sen | — 2 1 

seir C \ 2 J \ 2 J 

. sena sen é 



V 
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ovvero i6niG::».>v/\ • 2 2 . • 

£^ evidente che li avrebbero delle formule 
aimili ood' esprimere ten iA, o sen^B per 
jne22K> dei tre lati a,b^c, , 

LXXTX. TI problema generale della Trigono- 
metria sferica coiièiste , come abbiamo «-iri 
detto , in determinare tre delle gei quantità 
A^B^ G^a^^jC per mezzo delie altre tre* 
neoeasario per questo o^rgetto d'avere 
deir equazioni tra quattro di queste quan- 
tità , prese iu tutte le maniere possibili; ora 
tei quantità combinate quattro a quattro , o d ne 

adae^danno^-^ ovvero id combinazioni; 

così si avranno quindici equazioni da formare; 
ma , se non si considerano che le combinazioni 

essenzialmente digerenti, queste quindici ecpa- 
zioni 8Ì ridurranno a quattro. 

In effetto si ha 1.° la combinazione a b c A ^ 
che comprende » per la permutazion delle 
lettere ^ a ò c A ^ a b ^ a b o C ; 

a.** La combinazione a b AB , di dove re- 
sultano ab AB; b c BG> àc AG; 

3/ La combinazione a^» AC, che compren- 
de le sei /jZ. AC, a ^ BG, a c AB,acBG, 
AB, AG; 

4-*' Iu fine la combinazione a ABC, che 
abbraccia le tre aABC, »ABG, cABG , 
eABG« 
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La totalilà delle eombiiwzioni è di qoindici , 
Dia si vede che realmente noo ve ne loiio che 
quattro differeati . 

R *cofitf— Rcos^cosc 

ixxx. L'equazione C06 A -r 

rappresenta digià la prima coiùbinazioiieaècA, 
e quelle che ne dipendono. 

Per formar Teqnazione cornspondent«5 alla 
combinazione a b AB, biaogna eliminare c dalle 
dee formule, che danno i wori di cos A, e cosB; 
ma l'eliminazione è stata già £fttta (art. 77), 

sen a gen b 
La terza eembinazione si forma dalla rela- 
zione tra a,^. A, Gjin virtà di questa aven* 

do le due equazioni 
co« A«en ^aen e=R*cog — Rcoi^coici 

cosCsen^sen a = R* cos c»— Rcoi^coea , 
si eliminerà tosto cose, ed avremo R eoe A. 
•en c-j^osG «en a cos b=A cos a een 6 : ponendo 

senasenG 

in fieguito in questa qui il Yalore senc= — \ 

si avrà ^ per la terza combinazione, 

cot A sen C -|- cos C cos b = cot a sen b . 

l'inaimeute per avere la relazione tra AjBjC,^, 

oeserFO che nell' eqnazion precedente il ter- 

, « setì * sen B 

mine cot a aen Zc=:iico6 a =JK. cos a ; 

sen a sen A 

dunque^ moltiplicando quest'equazione per seo 

A, si avrà 

R eoa A sen G=R coanaen B-— sen A cos Gcos^. 
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Se in qnest' equazione si permutano tra di loro 
le lettere A^eB^come purea,eZ',bi avrà 
R CO6 B ^en C— R eoa b aeri A — senB cosG cosa . 
E (ia queste due si ricava (eli mi nandù cos ^.) 

R *c(isAseuC^-*Jico8B8eoGco6Gs=:oo34i8eoBfiea*G. 

Daacjaein oltimo 

CU8 A -1- R cog B CO8 G| 
CO8 a ss ; 

8ea B sen C 

eh' è'ia relaziofie cercata tra A , B , G j a , ov- 
vero la quarta delle equazioni necessarie alla 
risoluzione dei triangoli sferici. 

Lxxxi. Que6t' ultima equazione tra A ,B , G , 

a offre una mirabile analogia con la pri- 
lua tra a , c ^ A\ e ai può render rag;ione di 

?[uesta analogia per la proprietà dei trian«ro- 
i polari 3 o supplementari • Diiatto si sa che 
il triangolo 3 i di cui angoli sono A , B , G , ed 
/ i lati opposti a^b ,c, corrisponde sempre a un 
triangolo polare , i cui lati sono 200**-— A, 
aoo°' — B, 2CO^— c 5 e frli angoli opposti 200°—- 
a 5 2Co'— ^, 200° — c. Ora il principio deli' ar- 
ticolo LXxyi essendo applicato a quest' ulti- 
mo triangolo , ne resulta cos ( 2100^ — 0 ) =s 
B.*oo8 ( A) ^ R 008 (goo^— B) c 03 ( 200**— C) 

sen (aco — iij sen ^lioo*' — Cj * 
che riducesi a 

R^cos A -1- R cos B cos G 

eoo II 

senBsenC 

come lo abbiamo trovato in altra maniera . 

Questa formula risolve immediatamente il 
caio ove sivogliadeterminftre un lato por mezzp 
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dei tre aoe^i affine d'avare una fimmla piò 

comuda per il calcolo logaritmico, ni sostituì* 

rà il.Talore di cos a aell'eqaazione I — = 

1 , che gara 

senBsenC — nosBcop r! — RcosA ^ — R.co.s(B-(-C)— Reo s A 
2 seri Hse.ii C 2 ^^*'" Hs^C 

«uTtti E perchè si ha io g^enerale* R cosp -f - R cof^= 

2 cos ^ fp.-j- ^) C08 1 (p — 7) 5 questa equazione 
si riduce a 

seri H -eriC ' 

0¥6 bÌ80Q:na osservare che il secondo uiembro , 
benché sotto una forma negativa , è nulladicne- . 
no sempre positivo. Imperciocché si ha in gene- 
rale seo (:b«ioo*)=- 



senxcos i oo^<^-^osa7sen 1 00' 



R 

=— cosa:; dunque COS 5 ( A -l-B-j- C ) « 

/A + B + C \ , . 

ten ^ ' — ~ 100 y; quantità^ che e sem- 
pre positiva , perchè A ^j-^ B -|- G essendo sem- 
pre compreso tra 200° , e 600^ , 1' antrolo 
2(A-[-B-|--C)— loo^è compreso tra zero,e aoo®; 
in oltre cos f (B4-'G~A) è sempre positivo, 
perché B-{-G-— A non può sorpassare 200% 
e di fatto , nel triangolo polare il lato 2o'o^< — A 
è più piccolo che la somma degli altri doe 200** 
— B, 2CO^ — C-, dunque si ha 200° — A<C4co^ 
•—B'^C, ovvero B'-j-G— A<^2oo°. 

Essendo cosi assiourati che il retuitato Mrjrà 
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tempre positivo , si avrà, per determinare qq 
lato p^ mezio degli angoli , la formala. 

r A + B + C B+C-A-i 

^ , I OQ g ' ' ■■.POS ' i 

l BeaBsenG ^* 

Lxxxii. Bisogna far vedere adesso come da 

queste formule generali si può dedur quelle, 

che ri^oardono i triangoli sferici rettangoli. 

Per qoest^ effetto si farà A = ioo% taato nelle 

quattro formule principali che in quelle, clie 

ne derivano per la permntazion delle lettere. 

E salito V equazione cos A sen h 8eiie=R* cos • 

*«-R cos 6 008 c , darà ^ per questa sostituzione 

R cos a =1 cos ^ cos c (i). 

Le derivate dair equazion generale non mn- 

teogono A, e così non danno alcuna nuova. 

relazione nel caso di A = ioo*. 

sen A seo B _ 

L* equazione = dà, nel caso di 

sena sen 9 

A ==: ioo% 

R sen B 

= r (a). 

sen a sen b * 

- - - , sen A sea C ^ ' . 

£ la derivata , a darà es ualmenta 

sena sen e 

R senG . • s j 
= ; ma questa qui pure e una de* 

sena sene 

rivata dall'equazione (2). 

L* equazione cot A sea G cosG eoe bssz 
eot a sen & dà , nel «caso di A s lO€% cols G cost 
= cotasen^, ovvero 

cQi C taag a =: R tang b (2) « 

6 
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li» derirata cot G ften cos A cos b = oot o 
•en h dà , noi medesimo oaao , B. cofc C! s cot.c 
eea^, oTvero 

Rtano[ c = sen ^tanofC (4). 
Finalmente la (piarta e<jnazi(ni principale 
8cn Bsen Ccosa = c<>;> A -1- li c<>8 B cos 
e la sua derivata 8ea Asen Gcofi/^ = K^coj^ B 
008 A con G danno , nel ca^o di A = 1 00% 
tea Baen G(MtfssRco8 BòosG, eseaCcosfr 
s=:RcoeB,eTTero 

cot BcotG = R cosa, (5) 
son C co^ ^ == R cos B . (6) 
Queste sono le sei eifuazioni, sopra le qua4i la 
risolazioDe dei triangoli sferici rettangoli è 
fondata* 

Lzxxni. ^Termineremo questi principf con 
la dimostrazione delle Analogie di Nepero^ 

che servono a semplicizzare più cabi della ri- 
soluzione dei triana:oli sferici. 

Per la combinaaion dei valori di cos A , e 
cos G espressi in a^b^c^ noi abbiamo di già 
'usx. ottonata reqriffzione^ 

ReosAsencsR oos a san ^--hhm G sen a cos h. 
Onesta qoi dà, per una semplice permutazione, 
R C08 B sen c==R cos b sen a— cos G sen ^ cos a. 
Dunque sommando queste due equazioni, e 
riducvndo, si avrà 

sen c (cos A-f^os fi) = (R «— cos G) sen (o-^). 

^ . , , sene M^jìà sen6 . , 
Ju^poicbe- ^= 7= ,81 ha • 

sen ti teii A 8en U 

sen c (sen A^-sen B)=?en C (sen£i-|-8en h) 
e sen c (sea A*— ^aCj=seu C (sena— seu b) • 
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Dividendo socceasiTameiite qae^te due equa- 
zìoHÌ per ta precedente, si tkvrk v 
ienA+acnB __ genC seng + sen h 
cos A -j- C08 B R — c(M sen(a^à) * 
aen A — «ph H _ ^^nC sen a J- sen & 
eosA-fcosB co^lì' ^e^(a-fM ' 

E riducendo queste qui per mezzo d ti Ile formu* 
le degli articoli xxix. , e xxjc. , ne verrà 

«•"g KA + BJ = cot i n 

Co.. ^ ; a -f- j 

tangi(A ~B) = cot i C.*^" ^ C-*^^) 
_ senira + a)- 

Dunque, essendo dati i due lati «, ei^ con l' an 
gole coraprego C , ai troveranno ^li altri due 
angoli A, e B per mezzo delle analogie 

Se si applicano queste modesioie analogie al 
triangolo polare dei triangolo ABC , bisogne- 
rà mettere 200 '«^ A, aoo^'—B, 200°— a 
aoo**— *,floo*— c in luogo dìa^b^A, B C 
respettivamente , e si avranno per resultato 
quest' altre due analogie 

8eaé(A+B, : 3eui(A-fl,: ^angjc tangl(«lj): 
per mezzo delle quali , «agendo dati un latoc 
ed 1 due angoli adiacenti A e B , si potran tro^ 
▼are gli altri due lati a^e b. Queste quattro 
proporzioni son conosciute sotto ilnoitte d* 
logie dì Nepero. 
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Risoluzione dei Triangoli sferici in generale ; 

La risolaziono dei triano;oli sferici compren- 
da sei cmì generali , che noi sviiupperem 
f QOoaasiTaoieato • 

t.^ CASO 

iTXXìv. Essendo dati i tre lati&^h ^c^ sitro^ 
vera un angolo qualunque , per esempio , l'an" 
gola A opposto al lato a , con la Jormula 



) seg ' seo — ' ■ 
•e|iiA=Rv^ \ 2 9 



Bea b sene 



CAèO 



MXXTf. Essendo dati due lati a , « b con Van^ 
gola A apposto ad uno di questi lati , trovare 
U terzo lato c , e gli altri due angoli B , e G ^ 

l.^L'aogolo Bsi troverà per mezzo deireqaa* 

_ senAsen^ 
2ione senB ss ■ . 

8ena 

a.^ Per aver 1* angolo G bisogna risolvere 

r equazione 

cot a sen C -|- cog G cos h = rota sen h. 
Sia prego per questo effetto un angolo au- 
siliario (p in modo che si abbia tao^ ^ = 

cos b tans^ A cos h ro9 (t) 

~ — . ovvero cot A= que- 
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Sto valore dì cot A essendo sostituito oeireqaa- 

eion da ruoivere , dà — — ( eoa $ sea G 4t 

860 ^ 0O8 G ) =soot a sen ^ , onde abbiamo 

«eo(G-H(p)s3 —fi JL. 

tanga 

Per mezzo di questo artifizio si vede che i 
due termiòi incogoìliì dell* ^nazione proposta 
si riducono a 00 solo, di dove è facile^ rilevar 
PanoroIoC. 

3.° IL lato c ai troverà per mezzo dell' eqoa^ 
zioue 

sen a spn G 
senc = — — — , 
sen A 

Si pnò ancora determinarlo , diretfcamenta 

con la risoluzion dell' equazione 
R cos ò cos c eoa A sen 2» aeo c = R* eoa a. 

Per questo effetto, aia eoa A *fi*n^— ^ cosòsen^ 

f coaip 

cos A tanff b 
ovvero tang <p s ^ ^ , si avrà 

cos^ , , ^ . 

• (eoa c eoa ^ -4- seo c aeo (p)s=zR cos « . Dna- 

cos 

qoe , cercando adesso V ausiliario <p per .l'equa- 
ziooetang9 = — si avrà il lato« 

sx • 
mediaote V equazione 

*, . cosa eoa 0 

cos^ 

Qaiesto secondò caso' pi|ò avere due solu« 
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zioni , come il emwù miaàlogo dei tmegoU left- 



£XXXTi« Essendo dati due lati a, 0 b con 
l'angolo compreso G , trovare gli altri dna 
angoli A^e ed il tergo lata c . 
■ 1 ° Gli angoli A 5 e B, 8Ì troTan per mezzo 
jdi queste due eqaazi«»ni 

cofc a geo ^ — CO8 G co« ^ 

COt A= ■ ' ' ' a 

^ cot^sena cosGoosa 

cotB= »— , 

»eaG 

aelle quali i mondi mi^aibri potrebbero ei^ 
ser ridotti a on 0OI termina per mezso d.'iui* ao- 

Ifolo ausiliario ; ma è più semplice , in questo 
raso, servirsi delie aoalogie di Nepero , clie 
danoo 

A' — B 9en|(«—- 6) 

tanff =;:cofcf C . .-y— t r\, 

2.^ Gnnosceado gli angoli A ,eB , si potrà 
calcolare* li terzo latd e per mezzo deir éqoa- 

tioDeseocsaena.^^^-^; ma. per determinar 

senA 

c direttameote , si ha V equazione 

co«cs99ea4iaeoÌ«o8G-|^Rcoro^o8^. 
SiapresQ rauàliiiciq ^ in modo cl^e s'ij)-. 



4 
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b!a849n bcon C — cos b taog ovvero tang ^ =3 

C08 C tali": b , 
= — ^ , 8 avrà 

C08C= — .CS08.(a— t^)» 

008^ 

IV.^ GA80. 

txxxTii. Essendo dati due angoli A, e B 
eo/ lato adiacente c, tropore gli ^Itn due 
lati a , e b > ^ed il tereo^ angolo G .. 

1.^ 1 due lati a, e b son dati dalle fiorinul8( 
cot A sen B -|- eoa B eoa c 



cota=. 



. — , 

?en c 



^ , cnt B sen A 4- co» A cog c. 

cofcgys .11 • 

«enc 

tei si po.«gono calcolare più facilmente ser- 
vendosi delle analoofie di N>iparo, cioè, 
A+B, A— B.. , . a^h. 

fl.^ Gonoscetidoa, e 6 , sì troverà G per mezzo 

aeil equazione 8eQU=:— . — binasi può 

' • «en A 

ancora trovar G direttamea^e epa V ^s^^^ 

zione . . ' • . 

R co8G=ccb8csen Aiian B*-^%co8 AcosB^ 

Sia preso l' aubiiiario <p in mudo che si abbia 
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• • • • 

_ cosctanffB 
co8C8eoi5=coél>cot^90vvero cot(p ~ » 

R 

ii avrà 

r. » (A—Ò) 

Questo caso , ed il precedente non lasciaDO al- 
cuna iadetermioazione • 

Lxxxviu, Essendo dati due angoli A , e B 
col lato a opposto ad uno di (questi angoli^ 
inumare i due altri lati b^e adii terzo m- 
golo C. ' • 

1.^ Il lato b ti troferà eo» V equazione sen 

senB 
s=:sena. . 

8ea A 

a*^ Il lato e dipende dall' equazione 
cot a sen e «^cosB cos e s oot A sen B . 

^. _co«*^ cosBtàngn^ 

bla cota=:cos B ovvero tane ^ ^ 

sen^ ^ MS. 

cofi B , \ * 

SI avrà ( sen c eoa (p — cos c sen 9 J — 

sen^ 

cot A sen B: dunque ^ 

^ . tansrBsenip 

sene e— '01= - ■ ■ * 
^ tangA. 

3.° L'angolo C si troverà con la risoluzio- 
ne^dèir equazione 
oosasen BsenG—* RcosBcosGssRVos A» 

_,, , _ RcosBcos^ 
Sia a quest enetto costfsenB» 

• • • f ..: 
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ow«rocot^= —S—, 81 avrà — X 

(senG co« cos G seo ^) = B. cos A > dunque 
ì «en(C«^)==^--— ^. . 

COS iJ 

Questo quinto caso, come il gerondo, è pu- 
Écettibile di due soluzioni, conforme a ciò 
che ha per luogo u^l caso analogo dei triangoli 
rettilinei • 

VI.® CASO. 

ixxxix. Essendo dati i tre angoli A , B , C , 
si troverà un lato qualunque , -per esempio^ 
il lato opposto ali* engolo A , mediante la 
formula 

sen è d=:: R 5- ' h 

\ senBsenC / 

Si può osservare che di. questi sei casi «re- 
neralì i tre uUimi potrebber dedursi dai tre 
pnoÉÌ, per la proprietà dei triangoli polari: 
in modo, che a parlar propriamente, non vi eoa 
che tre casi differenti nella rìsolnzion gene» 
rale dei trian«roU «ferici. Il primo si risolve 
per una sola analogia come i triangoli rettan- 
goli; il terzo si risolve in una maniera simil- 
mente semplice per mezzo delle analogie di 
Nepero. Quanto al secondo egli esige dna 
analogie ; ed ammette ancor qaalche volta 
due selnzioni , mentre che il pviino, ed il terso 
noa n ammettono mai che noa sola. 
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xc. Par diatiaf^aarenelfleiNuido cMOge, peif 
dm valori particolari dati di A, ri son dàé 

triangoli , che soddis&cciano alla questione , o 
'S soKainente uno, suppongbiamo in primo luogo 
r angolo A < loo° , e sien prolungati i due 
Iati AC , AB fino a che si rincontrino di nuo- 
vo in A'. Se si prende T arco AC < loo", è 
8Ì abbassi CD perpendicolare sopra AB , i 
Iati AD, CD del trii^ngoU rettangolo ACID 
saran totti due pici piccM>lt di loo^, la linea 
CD sarà la più piccola distanza dal punto G 
air arco AB , e , prendendo DB'zniDB, le obli- 
que GB', GB saranno eguali ,e tanto più lun- 
ghe quanto più si allontaneranno dalla per- 

Sendicolare. 1^1^ AG GB = a: si vede 
onqne che an triangolo , nel quale sia A<| òo*^ 
^<coo**, e a<cb , ha necessariamente d né so« 
lozioni AGB, AfJIT; ma se , supponendo sem- 
pre A ^e^ pili piccoli di loo , abbiamo a>b ^ 
allora il punto B «passerà al di là dei punto 
A, e dcfn vi sarebbe che una solnzione rafH 
presentata da ABG. Sia in siegaito AG'> ioo% 
se si abbassa la perpendicolare C' D' sopra 
AB A', si avrà medesimantente'G'D' <; \'G^ 
te l' arco G' B'" Condotto tra D', ed A', sarà > 
C D' e <C G' A'; Do nf|ap, se facciamo AG'=^ , 
GB = G B" = a 3 si vede che Ja supposisio» 
he A <; ioo%eò> 100° darà due solazioni se 
^H^^<C200?,*e non ne darà che una se «-^^ 
> 200*, perchè allora il punto W" passeeeb* , 
bè al di là di A^ DiscotQnfby'nelf' ispessa ma- 
niera il cttéo ove r angolo A è > i©o°, si po* 
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frranno sfsabilire nticora i reqatfft^t che Aeter- 

Tninano »e 5 nel caso 1T° , la questloneammettc 
due soluzioni 3 o non ne ammette che una. 

A<:ico ,i<too j^^^ doesolQiioni. 



Non vi sarà 
ohe una solu- 
zione se si ha 
A =100°, ov- 
, verofli=6, ov- 

fe:r-2oo due soluzioni . vero a + h 

è<2oo°unasoluzlone. onn° Vo , 



A ^ , " I ^ f a+>>-2oo*ùna soluzione . 
A<:ioo,/»ioo |j:i<aooMuesolta«oni. 



A->loo%^>|OC^('^^J soluzioni. 

\a'<b unB sola soluzione. 

xcr. Questi medesimi resultati possono ap- 
plicarsi al caso V^. per mezzo del trìansroio 

polare , e se ne rileveranno i fieguenti requisiti , 
che faranno conoscere se , per dei valori dati 
di A , B ^ a , vi sieno due triano:oli , che soddis- 
facciano alla questione , o se non ve ne sia che 
uno. 



200 . Ve ne 
saranno due 
se i::=10o'*. 



^^^^^o-o^^^^ofA^Ji unasoluzione . 
•5.100 .B>loo |^^(j due soluzioni. 

^ n ^. f A-l-B-caoo'una solusione. 



Non vi sarà 
cbc una solu- 
zione se una 
dell' ep:llaìi^rt 

, . , _ oi ... seguenti abhia 
'>p^. D f A+Bi<ftOcauesolusioiM.i ^ .^^o 

a<:ioo ,B>ioo U+B>30o«nn.»luMoa6. aSS+»= 

. se i>z::iGo . 

MI. In tatti i casi , per rigettare* le solo* 
aioni ino Ali, o false, bìso^rna rammendarsi 

1^. cAìe. l^naluncfoe an^lo^ e qualunque lato 
dehb' e^ser più piccolo di 290^; 



I 
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2^ Che fìi anfipnlt ma^^ori iono opposti a* 
la'ti magsriori , e reciprooamente ^ io modo ehe, 
86 abbiamo A 2> B , bisogna che si abbia aa- 
Cora b, 

• - 

Esempi della ^i^oluzioue dei Triangoli sferici, 

Fig. i5. xeni. Esempio I. Siano O^M, N tra poati 
situali in an piano inclinato all' orizzonte : se 
da questi tre ponti st abbassano *e perpendi- 
colari OD 5 Mm ^ N/i sopra il piano orizzon- 
tale DEF, gli oc/oretti situari inO^M^NdoT 
vranno essere rappresentati sopra il piano oriz- 
zontale dalle proiezioni D , m > /< , e V angolo. 
MON da ut D n ^ Ciò posto , ess^endo dato Tan- 
golo HGS, e le inclinazioni, dei «noi dnejiati 
OH , ON sopra la verticale OD , si tratta di 
trovar r angolo di projezione mT) n , 

Dal punto Ocome centro , e con un raggio 
= 1 , descrivete nna superflrie sferica, cho 
incontri in A, B,G i latiOM, ON ,e la ver- 
ticale OD; avrete on triangolo sferico ABG , 
i di cui tre lati son cogniti : si potrà don- 
ane deternìnare V angolo G e^ale a m 
D 71 per mezzo della formula del primo 
caso . 

Sia 5 per esempio , 1' anffolo MON = AB = 
64% 44 , 60", fan go lo DO Jtt = AG = 96°, l a', 
e 1* angolo DON=s£BG=sio5%42'; si atrà 
per la finroinla citata, ^ 

. * , senyò^ ia ieuio6^,4a 



Diyiiized by Google 



'VKrC OK O M £ TRI A 

. ràUte^Aà si imbolerà* eoo: ' 

80iniDa*i-2L JL. 39,365c5i 8 I9»99^t3 ,8 

à B. ééa iti . 1» . . tSh^<<i?o 

Donque T angolo Ó4* 44'^''f ^i^^'^^to 
jteno-lbéliii*t9 air#rìct<Mtl« ^ ti rìdoee a 64"^ 
9' 4l allorckè è proiettato sui piano deiroriz- 
•zoDte . 

Qoesto Problema è utile nell'arte di levare 
di pianta aliorcfac il terreno, sopra il quale 
iì opera, prcfgenta delle inegtiàgliamseaefinbi* 
H , e cb« si tofjlcltoiìò «kritioManfe* dei erttimrè te 
^zìoni ptìiieipali éoè ihdltà esatMsa. 

xciy. Eseìhpio il. Gonoscendò le latitudim 
di due punti del globo , e la loro differenza in 
' longitudine , tfovarò iti lóro piò corta distanza. 

ImoMiginerèrtio un triangolo sferico AGBFig.i^ 
Mgoato dal polo bòreale e dai doe punti 
A, e B, di Gèi ai laràtta ; in qoèslo triangolo n 
conotceraanoi Tlingolo al polo AGB , ch^è ladif- 
ftrenza in longitudine dei due punti A , e B , 
ei due lati compresi AC ^ GB , che sono i com- 
plementi delle latitudini dei punti AjeB. Si 
determinerà dunque il terzo iato AB per mez- 
J0 doU« formule del easo III. 

Sion ,per etèmpio» A, o^&i^Oitonralorìdi 
Barigi, ediVeIitao;lahtiMfdHielK>realed*nno . 
di questi luoghi è di 54' 26' 36'',quella dell'ai^ 
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tro è di 44^ 33' 73", e ]« lor. differoasantloB^ 
gttudiae è di t aó'^ 80' 56''. Così a avrà * 

a= 45" 73' 64", 

b T=z 5S 66 9 '■' 
C= ia6 Ho à6. . 

Dietro a qoesti dati «i arranno, per idearmi oav 
le formule taog ^=s » 



cos e 



^ a delle qoah ecco u calcolo: 

«06 ^ ^ , 

L.oo8G,.\. 9,'6t 14353 
L.tang ^ ... 10,0776707 

L. tanp:^... 9,6891059. 
L*aogolu che danno le Tavole per mez- 
zo di qoegtolojraritmo^taogente, è 28'^ 94' * 
Ha bisogna osservare che cos C è negativa, e 
così tans:^ essendo negati va, si dee prendere^ 
=rs — 28° 94 23"; questo valore darà a — (p =, 
74^67' 87". Ciò posto, osservando che cos (— <pjf 
ss 008^, si terminerà il calcolo cotjì: 
L Co«(« — p)m 9^4380938 

li.co»^ 918071953 , , 

19,3952891 
L.roM<p, •••••• .9.9554823 

L.coso ••••^«••9,44'^^^^* 
Donqae la distanza cereata essSa" 16' Qà \ 
Questa medesima distansa-poò esprimefri in. 
miriametri per Sai , 6o5 , perohè nn miriamo*, 
tro è la lungfiesza^d'on arco di «10 minati» 
ed un metro è qaellad'aa arco d' aa decima . 
di secondo. 
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XCT. Esempio III. Per dare un esempio del 

ca8oV.°5 proponghiaraoci di risolvere il triana-o- 

lo sferico nel qual si conoscunu i due arifrnli 

A = 78^ 3o j B=: 54 o 3 *^d il lato opposto ad 

uno dì e88t ii = 9p'' 20' 17". Coi mezzo di questi 

dati 81 troTa , secondo le osservazioni dejrartì* 

colo xei. ^che non ha luogo che ofia soluzione, 

perchè abbiamo nello stesso tempo a <i 100% 

B < 100% ed A > B . Ecco il calcolo di quest' 

unica soluzione . 

1 . Il lato^ si troverà colla formula seo ^r=: 

sen B 

gen a . 

«en A 

L. sen a . , 959999^'59 

L. senB.., 9,8731256 

10 — iu sen A €^02.52020 

L. sen a • • • « • ^^qccZ^^o. 

Questo qui somminiietra b—òH'' 5o' 1 o il suo 

8upplementol4i°49^9 j "^^s poiché Tangolo B 
è <:! A , Lisojfna cLe li lato ^ sia a , laonde il 
primo valore è il solo , che possa aver luogo . 

2^ Per aver il lato e si dee faretang (p=£ 

cos B tans: a . . tau sì B sen (ù 

i,—^, sen (c — ([>)==: S — 

R ' ^ tangA 

tang B cot A sen ^ 

Jj^n^ 9>999P22o 

L . cos B 9,8204063, I».tajigB— ]iRo,o547 193 
li.tango^L .R 1 ,9016731 L.cot A 9,54.^5236 



L. tang^ ... 1 L.sen . .9,6001649 

^ = 98° 79' 28". 8 c—pzz26^i' 70". 5. 
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Qui pare abbiamo la scelta dì prendere per 
c— ^ilTalore -26° 7 70 \ 5 , o il suo supple- 
mento 173® 92' 29", 5; ma , prendendo questo 
secondo valore , si avrebbe c > 200* ; così bi- 
soi^na teaerai al primo, che dac=: \<ì,^ éi' . 

3w la altimo, per calcolar direttameate Tan- 
golo G , prenderemo le formale cot p a 
cosa tallir B , . ,^ . cosAsend^ 

L. 8en f . • . . 9,9999563 

II. cosa 8,09825)28 L. C08 A . . ..9,5202711 

L. tanyB-*L.R o,oSi^7t93 L. R—L008B.0, 1796937 

II. oot.^ 8,i53oi2t L. son(G^^) 9,6998211 

^=99^ 9' 45';. 5 C-<p = .33^ 4®' 54". 5 

^ . . 99 9 i 5 . 5 
t32 5o 0.0. 

Non si è potato prender per G—*^ il sup- 
plemento di 35 40' 54 ', 5, perchè ne sarebbe 
resaltalo per G un valore pia grande di 
Godi %\ vede che in effetto il Problema propo- 
sto non è snscettibile che una solazione • 

(1) L* angolo, aasiliarìo p non è lo stiMìso di 
quello 9 ohe ha servito per oaloolare il lato c. 

JVeta , -Quelli , che vorran conoscere le ap- 
plicazioni atili della Trigonometria, non potraa* 
no far meglio ohe oonsoltare il Trattai» di To^ 
pografia^ d" Aprirne nsura^ e LwMasÙQoe di M>r 
Puissant» Part§ii i6oi» 
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APPENDICE 

ConteMnte la fUoìugìtìm di éU^erd casi par- 
tUaUiH della Trigmuimeiria . 



XCVI. risoluzione dei tjriangoli» tale comò 
noi r abbiamo esposta, non lascia nulla ola desi- 
derare per ciò che riguarda la generalità. Vè 
nuUadimeno qualche circostanza ove si può , 
con vantaggio, sostituire delle soluzioni parti- 
colari alle soluzioni generali, sia per abbreviare 
i calcoli, sia per rendere i resultali più esatti 
e più indipendenti dall' error delle Tavole. Noi 
risolveremo qualcheduno di questi casi parti- 
colari , scegliendo quelli, che sono d'un uso 

f)iii frequento, e che conducono alle formile 
e più notabili* 

Continaeremo ad indicare con A, B, C, gli 
angoli del triangolo proposto, rettilineo o sferi- 
co » e per 0 5 ^, c i lati» che sii aon respettiva- 
mente opposti. Supporremo di più il raggio 
delle Tavoles=i; ciò che non altera la gene- 
ralità dai resultati « G-U angoli A , B » G so- 
no efc^ressi nel calcolo o per gradì, o per le 
Junghesse assolote degli archi che gli misurano, 
«[nesti archi essendo presi nel circolo , il cui 
raggio è i . Se nn angolo, o un arco x è picco- 
lissiniio 9 si potran mettere in laogo di sen e cos x 

iloro valori in serie . cioè . son xizx— — — — l-ec.» 
cos x=zi — |-eo.*, ma allora «.debb'essere esprcs- 

1.2 

so in parti di raggio. Essendo un arco trovato in 
parti del raggio » per avcr« il suo valore in minu- 

7 
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» 

ti, bisogna moltiplicarlo per il namero dei minat 

Socco 

eompresi uel raggio; questo numero è 

63669 1977237, ed il flHologarìtino:=:3, 8o338ia2^. 

§ I. Dti triangoli rettilinei ^ di Citi due éngeU 19» 

fkeolissimi . 

zcrm. Soppong^hisino cbe gliaoffoU^,e B sien 
picooltflsimi 9 e in ocnKeguensa CS ottusi/ssimo s 
si potriifav6senA=A — i ASsGnB= B — ; B', 
e senG=Mn(A + Bj=: AHhB--i(A4-B;^ Se 
donquo si conotoe il lato e co^ìv angoli adìa* 
eenti A^e B, si troreraano i due altri lati 00& le 

lormule.05 — ^ = le 

8en(A4'Bj flen(A-^il) 

f deli , sostituendone i valori preoedeati» e rida* 

eendo, divengono 

*-A+B 6 )' 

e da qaestc risulta a-^-h — c^Jc AB. Questi va- 
lori sono esa^ti sino all' us« Licione di quelli, che 
contencrono quattro dimensiuni in A, e B. 

xcviii. Suppunghiamo in secondo luogo che sia- 
no dati i due lati a, e 3, con l'angolo contenuto 
G^'ioo**— 9,6 essendo piccolissimo; avremo in 
primo luoj^o r*rs:a*-|- -|- 2 oos % 
a * (1 — à 6') = (a + 1)*— ah%^\ dun<]>e 

c=a+*— i — — . 

In seguito l'angolo A si troverà per piezzo deli' 

eqaàsione san A sen G son ^9 d' ondo zioir 



I 
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yasi, sostìtaendo il valore die , e quello di sen 6 ^ 
8enA=:^ A + §.-ii. e'^fO» 



( 



a6 . , ah{a—h) 6' ' ^ . j ^ 

= — J-T+ r—rr^-J' B» questo «i dedurreb- 

be il valor di B pennntaiiào tra loro le lettm 
e ^; ma A essendo cognito, si ha immedia- 
tamente B=:d — A.8e6è dato in minuti, per 
aver A espresso pare in minuti, bisognerà nelle 
Sdraiale precedenti sostituire in luogo di A , e 6 

i rapporti , essendo B. il numero dei mi- 
nati compresi nel raggio * Si avrà ancora 

XOTX. Per dare un esempio di qneste furiniìle 
sia a=iooo™, i=2 jco'", G=: i99°3a^ o/voio 6=;5fi'j' 

.«•««.x^iA ^«.laooooo /68\* ^ ^ 
. «Trà«+*-.= -_.(^^ j =o,o3:8c5, 

d'onde c=339p", 960194. In seguito abbiamo, per 
nna prima approssimasione , A = == 20' , e 

a-\- b 

B = 9 — A=48': ma la formula intera dà A=2o 

o ; n n V 'ino / 68 \ *T 

con9eguenzaP=48 ,00011054; valori, chcdeggioue 
ossei* esatti fino all'ultima decimale. 



[ 
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li. Risoluzione del caso UT, dei triangoli 
rettilinei per mezzo delU arì» . 

c. Essendo dati i due lati 0 , e ^, e Pangolo con- 
tenuto C, per trovar l'angolo B, si ha la pro- 
])orziono ^ : /j : : sen B I sen ( B 4-C ), la quale 
dà«MnB = ^(senBco8G-^cosB8enG)» e per 

seni! i-cnfi ^ 

ooBtMroeQza — r, . Se m Ji^uest» 

cus o a — t? 009 ti 

equazione si pongono in luogo dei seni, e coseni^i 

loru valori in esponenziali ininui^inarj * s' avrii 

Di qui abbiamo 

Prendendo i logaritmi di ciascun membro, c svi- 
luppando il secondo in serie colla formula co- 

nosciutaL (a — *;=l4«— ^— ^ — — — eCaSi 
avrà 

^ , a ao 3a* 

^^. ^cv— 1 ^* tcvTi ff -'icv—i^.^Q^ 

Dunque dividendo per 2>/— ^ » ^ osservando che 
^-«ty-i ^^-mc V-» —2 V— 1 sen I» G , otterremo 

B = -3cnC+ ^LaeMC^^^nSà^—sen^C+co. 

Questo > il valore dell' aiigolo B , espresso in 
parti di raggio, dato per una serie, la di cui 
legge è semplicissima, e ohe sarà tanto più con- 
vergente quanto b sarìt più piccolo per rapporto 
ad «. 
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TBiGorroMExai a; |oi 
n valore y che abbiam trovato dee soddisfai^ 

anoora ali* equazione tang ( B + J C ) .ijt? 

a — b 

tang^G, eh' è la medesima di tang^(A-— B) 
^ cot i O , e non differiflce ohe per la. 

£ j „, . ienB 6senG 

lorma dall'equazione 



C08 B a«— ^oosG 
01. L'angolo B essendo cognito», si avrà il 
ter«' angolo A rr 200° — B — C . ((guanto a4 terso 
lato i^» egli dipende dati* equazione e^sza*^ 
2 a hoos G-j- ^ * • la quale dà , per V estrasione dell» 
radice j 

«=a — hcosG-4- — sen* 0 + — sen*CcosC— eo. 

2 a ad» 

Ma questa serio non ha una lefl^ge regolare, e 
non può esser perciò continuata a piacimento . 
Al oottrario si può trovare una serie semplì- . 
oìssima per mezzo del valore del logaritmo iper» 
Mica di Intatti è facìl ' vedere esser Jaquan* 
tifà a*— 2ab 008 C4Ì*= (a— V-^ > j (a-.J«-^-«), 
perchè il prodotto sviluppato di questi dne fai^ 
taridk « 

4^*'^é^^-^+e^^^^)+h\ovvwo a*— aaioosC+i» 
Si ha dunqueVa;fa— *s^V--i)(a-^4e-^V-i). 

Prendendo i logaritmi di ciascun membro, verrà 
a aa* 3a> 



a 2a* 3a^ 

Dunque, riducendo di nuovo, ed in virtù della 
formula s"*SV-'-j-e-»c>^"'=: 2 cosffiG, s'avraj 

L 2B li « «<wC-* ^ C0S2C-- oos 3 G eo.| 
« 2a* W 
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serie non meno elegante di qnelU , ohe à'kii 
valore di B: bisognerà moltiplieare isooi diffe- 
renti termini per il tnodulo 0,43439448 , se si 
vuole ohe i. logaritmi sien qaelli delle Tavole 

ordinarie • 

• * 

§. ÌU. lUsoluzlòns del tèrzo caso dei triàngoli 
sferici per mezzo delle sorie • 

cii.Sièfatfco vedere nel paragrafo antecedente 
che il valore di » dedotto dall' equa sìone taog x =^ 

r*"^.^ tang 3 G può esprimersi con, questa «erie 

;r=iC4--tenCH- — «enaCH- ^l^,8en3C+ec. 
' j» am* Sto* 

O^a, in un trifingolo sferico, se si conoscono i 
due lati e b, eV angolo contenuto si ha» 
* meri, per messo delle analogie di Nepero, * 

2 sen ih a — rj,tf) 

sen i g cos ì ^ 4- è à \ > » i 
''sen't a o^ i ^ — oos § a sen i 6. 

co* .^IL_ = fi rr/angà G 

cos h a COR l — Frr\ ^ n i^rn h ^ 

zr. ■ — tangJG. 

oos I a cos i ^ -j-sen i a seu i ^ 

Dunque, in virtù dell i formula precedente, e 
supponendo sempre i <:a , s.' avrà 

2 tangiii . atapg'ia 

— sen^oG -*ee., 

atang^ia 
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*!ì2«!£sen3C-ec.. 

ferie , dello quali la legge è somplicìssima» eche 
saranno tanfeo più convergenti quanto h sarà 
piò piooolo • La prima è sempre convergente , 
peroMsisuppone><a*Ja seoonda lo sarà pore 
io si ha tang §&<<cot|a5 ovvero a-^^^iftco^» 
Ella sarebbe divergente» e falsa se si avesse 
0^h^2oo^i ma questo oaso può sempre evi- 
tarsi) perohè la risoliisìone del triangolo DGA ,f 
rispetto alla quale si avrebbe GA-|-G^>''2or'', 
riduoesi sempre a qiiella dol tiiang(»1o A'GB\ 
in cui si ha GA'-f"^^ '<'^oo*^* reato la secon- 
da serie è nella sua pin ^ran convergénca quan- 
do a « e b son ambedue piooolissimì ; allora il 
terso lato e è pur piccoHssimo , poicliè si dee 
avere c<<a4-^9 edyl triangolo sferico differisce 

fiochissimo da un triangolo piano; in quostoaaso 
'eccesso della somma dei tre '^angoli sopra due 
retti si esprime oosi 

CUT. Per trovare il terzo lato e] del triangol 
proposto, si ha reqnasidne coscso'osa cos J-|-sen« 
sen^ oos G, dalla quale è faoile dedurne le due 
jBeguenti: 

Dalla forma di questi valori si vede chiaro ohe 
sen può «Sfere risguardato come ti terso. lato 
d* un triangolo rettilineo, nel quale s'avrebbero 
i due lati cogniti sen iaoos §^ , cos J a sen i*à 
e r angolo contenuto €i : similmente cos i c è il 



TRICOHOMSTAIA. 

terio lato 'd*un triangolo Tettilineo, i oni due 
lati sono 0O8 J a oos i sen i « sen » o r an« 
colo contenuto 200*" G. Dunque si ha morcè del- 
cz. la formula trovata per i triangoli rettilinei * « 

«•onic=log(ainè«coflj*)— 7- cost. — j--co«2C — ec; 

cosèc=:log{cos^acos^M4-— ^cosC— i--:-cos2C-j-ec. 

* . *ootèa 2cot*ia 

E' oltracciò da osservarsi che ,come ciascuno dei 
triangoli rettilinei , di nni abbiamo parlato, può 
risolversi per mezzo d'un trian'g'olo rettilineo 
rettanfi^olo , si può ancora direttamente ridurre 
]a risoluzione del triangolo sferioo propcwto a 
quella d* un triangolo rettilineo rettangolo . 

Si trova con questo messo che sen|6 è Pipo* 
tenusa d*nn triangolo rettangolo , i cui fati 
sono senè(A-f ^) ^eniC, e 8eni (a«->) cosiG. 
Parimente cos } e sarebbe 1* ipotenusa d* un trian- 
golo rettangolo, i cui lati fosse^ cos J (a— ^) coi iC^ 
eoo9| f a4-^)seniG. 

Di più, se si chiama M l'angolo, ohe nel primo 
triangolo è opposto al lato sen oos^G» 
e nel seoondo , N Uangolo oppostQ al lato cos 
|(a^j cos iC, ne resulta dalle aiMi2o|fìs di Nepero 

che s avr à =J!I» e d - ssN , ovveroc;2oo - 
2 a , 

— N; cioè,^?i-Ìl5:àN,se ^^^-i<200% ed"^ldb5=: 

2 - 2 

2oo* — N , se a-|-i>'2oo*. Dunque in qualsisia 
trianoQÌo sferico, ove si conoscon due lati a, e 
e l'angolo contenuto C, si può trovare diret- 

temente eiascuna delle quantità % e , ■ 

22 

mediante la r^olu^ione d' un triangolo rettili* 
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neo rettangolo , ove st-oonoscono i dòe lati» che 

contengono l'angolo retto. 

Resulta ancora da ciò , che dopo d'aVertrova* 

3 

to r angolo M » o ^per 1» formula tang 11=3 

fi 

• ^2!Lll[f!Z!^coté C , 8i può calcolare il terso lato 

sen 7^ (a-\-b) 

per la formula 
• . sen i {a—h) cos J sen 4 ( a -f scn è C 

senM I eo$M : 

n • 6* Le femniTe trovate in ìtpiesto paragrafo si appHche« 
ran facilmenfiB aUa risoluzìoM Hcl V. caso dei triangoli sfe- 
rici , poiché questo può riportarsi al 111. ìd TÌrtù ddlajpi*- 
prìeià «lei triangolo polare . • 

IV, Risoluzione d* un triangolo sfcrico\ di cui 
dm lati differiscon poco da loo®. 

oiT. Sieno 0.. e dnelatf dftti poco differènti 
da loo%«i propone di determinare l'angolo G 
per messo dei tre lati a-^h^c' 
^ Se i lati a^eh fossero esathimente efftialì a ico% 
«i avrebbe C»; dutiqne, se a.^ è h differiscon 
pochissimo dà loo^, T angolo G arra per misura 
un arco pochissimo diflfèrent^ da c. Sia a=i«>c-»ot; 
l=:ioo-^€» G^c-f*^; se si sostituiscano qne.fti 

valori neir equazione cos C=^2!lll22!^^ 

sen a sen ^ * 

•'aviltoos {o+xìzzT"-"'"'""'"!. Mb.'toì. 

COS a cos il 

(ihe a^efy son supporti piccolissimi, si pnò, fra^ 
«curando sólamente i termini ove lo potenze a» 
e € passano il quarto grado » far 

a' fi* 

Mna8ent=fi€,co8acos€=:i«i..i:~ -ciò che 

2 a 
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darà cc«(«+x)=J?i:2frfli-=(l+ia' + èe*) 

cosC'^a^. Ora, trascurando il quadrato di 
fi ha cos ( c -f- ^ ) — c — JP iton <? ; dunque 

tté — à{a*+e^)co8G 

• • non e 

E poiché 9 h del second* ordine per rapportò 
ad a» e 8i vede che non vi è di trascurato 
in questo valore se no» ohe le quanttlÀ del 
quart* ordine . Sia j(tt+6)r:z/? , Ja— C)=S^9 

ovveroot=p+?» ^^Z' — ^ » si •w^^^^* 

, Vi— coi?r\ ,/i+008r\ 

forala più semplioejr^ I 1"^^ 1 J 

. V seri c / V sen c / 
zz p^iancr I c — ^*cot Jc . (j)ucsto Valore è espresso 
in parti del raggio; ma» siccome in pratica 
e q son dati iu secondi , so si vuole che x ancora 
sia espresso in secondi» biso^neiÀ fare 

R essendo il unmoro dei secondi contenuti nel 
raggio; nomerò, il cui logaritmo ss 5^ 8o388oi. 
Conoscendo s*avrà l'angolo corcato Cssc^». 

La^ormoUf che abbiam trorat*, è utile noli* 
operazioni geodesiche por ridurre all' orizzonta 
^1i angoli osservati in dei piani inclinati; ella 
e più speditiva» e dimrinda dello Tavole meno 
estese ohe la formula del caso l*™" dei triangoli 
sferici, di cui abbiamo dato un esempio {n*g3 ) . 
Fraflanto , se l' elevazioni , o depressioni a , e 6 
fossero superiori a due, o tre ^radi , sarebbe 
più sicuro servirsi del metodo generale. 



jr=^tang§c — ^ cotio. 
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f . V. Colazione dei triangoli sferiei, i di citi 
lati Mon^fiolistim por rapporto al raggio della 
sfera. 

ov. AUorohò i lati a, h ^ e aon piccolissiini par 
lapporto al ra^po dèlU afera, il triangolo pro- 
posto è pooo ditferente da un triangolo rettili^ 
neo» e considerandolo come tale, si può averne 
una prima solucione approssimativa-, ma si tra* 
scura in questa maniera T eccesso della somma 
degli angoli sopra 2oc* . Per avere una solu- 
zione più approssimativa , blsojj^na tener conto 
di tal eccesso e questo è ciò, die si può far 
facilmente col mezzo d* un principio generale, 
che noi andiam qui a dimostrai*e . 

Sia r il raggio della sfera , sulla quale è situato 
il proposto triangolo; se, s' innuagina un trian- 
golo siuiilo disegnato sulla sfera » il cui raggio e l, 

i lati di c^n^to triangolo saranno^, , 1, e si 

r r r 

eoa — — cos r cos ^. 

avrà cos A=: p ^ ' ^> Ma^ poiché r è ' 

sen^aenrl: — 
r r 

gr.ai^dissinio per rapporto ad a% si avrà in 

una maniera approssiuiatissiuia * cos^ zz i — * 

ar*+ o - A --=1—— + -,COsf 

i: . h • h P c 

* Ar* a.S.4r*. r r, r* r 

3C — — 7— r . Sostituendo questi valori noU'equ** 
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zion precedente ) otraflcurando i termini maggio* 
ri di quattro dimensioni in 0, ^ , si avrà 



+ — gW^— _ 

*^^= W 

Moltiplicando i due termini di questa frazione 

• per i-| — ^ ~9 e poi riduoendo» si avrà 

00SA= — i-r ■ . . » 

Sia adesso Agl'angolo opposto al lato a nel trian* 
golo rettilineo, i cai lati fossero eguali in lun- 

irhcaaa affli archi a, h, e, s'avrà oosA^ss. ■ « , ^ 

e 4** sen » A' =: aa» -f a --«^ — 

c*. Dunque 

cos A =: cos A'— --4" 

òr* 

Sia ArzA^-f"^» *i avT^, rigettando il quadrato 
4i X, cos A rsoos A'->«ssen A', 4' onde si fa ma- 

nifesto ohe«=r — . sen A'} o,poiohè«è dolsecon« 

h c 

d'ordine per rapporto a-» e ^ , ne viene ohe 

questo resultato è prossimamente esatto fi no alle 
quantità del quart' ordine . Si avrà dunque 

or" 

Kai^c sen A' è Parea del triangolo rettilineo, 
di cui a, ^9 c sono i tre lati» la quale non differì* 
sce sensibilmente da quella del proposto triangolo 

* sferico . Dunque, Se V una» o r altr' area à cbUk- 
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nataa, avremo A=A'-|-;^, ovvero A'srA — 2-. 

Parimente ai avrebbe B'=sB— 1-,C'=C i . 

e da eiò resnlta A'+B'-fC's ovvero 200°= A + 
.B+C-^^ . Si può danqae considerare come 

se fosse l' eccesso della somma dei tre angoli del 
triangolo sferico proposto sopra due retti ^ Ciò 
posto , verrà a conseguirsi questo Teorema nota- 
ìàlo , che riduce la risoluzione dei triangoli sfe** 
rici piccolissimi a quelU dei triangoli rettilinei. 

Essenàù prùposto un manipolo sfériéo, i di cui 
.lati son piccolissUid per rapporto mi raggio della 
ifera , se da ciascuno dei suoi tre angoli si toglie 
il terzo dell' eccesso della somma dei tre angoli 
sopra due retti ^ gli angoli così diminuiti potranno 
esser presi per gli angoli d'un triangolo rettilineo ^ 
i cui lati sono eguali in lunghezza a quelli del 
triangolo sferico propostolo in altri termini , 

Il triangolo sferico pochissimo curvo , i di cui 
angoli sono ed i lati opposti a , b , c , 

corrisponde sempre ad un iriìmgolo rettilineo y che 
ha i lati della lunghezza medesima a , b , c, e z (fé 
cui angoli opposti jono A — , B — , C — J €^ 
€ essendo l eccesso della somma degli angoli del 
triangolo sferico proposto sopra due angoli retti . 

et 

. evi. Ia' eccesso f , ovvero — , eh' è proporzio- 

■ f * 

naie ali* area del triangolo , può sctnpre cdlco- 
larsitf priori coi dati del triangolo sferico con- 
'•siderato come rettilineo . Se due lati ^,0 son dati 
con r angolo contenuto A» si avrà V area a = 1 ^ « 
aen A $ se soa dati on lato a* e i dne angoli 



I IO 



T&IGONOMSTai A • 



adiacenti li, SI avrà laraa tn^^a 



In seguito ftvrassi c s — essendo R il un* 

mero dei secondi oomprest nel raggio» ed in que- 
sta maniera f sarà espressa in sroundì • 

Per applicar queste formule ai triangoli segna» 
ti polla superficie della Terra considerata come 
sferica (i), bisognerà supporre che i Iati a, ^, 
come pure il rajrglo r tlelU Terra siano espressi 
in metri. Ora, poiché il quarto del meridiano jTrr 
c eguale a 1; o« ooco met ri , se ne conclude log r zz 
6,^^03880 1 ; da un altro lato il rajr^ io R espresso, 
in secondi ha por lojraritmo 5, 8o388oi. Dunque , 
se al lonraritmo dell' area a espressa in mei ri qua-, 
drati si a(rg:iinj^a il lojrarit ino costante 2^ 196 iip, 
e si toljTano dicci unita dalla somma, si avr^ il 
Ioga rit uìo dell' eccelso f espresso in secondi. 

Conoscendo f si to<^lieia, o si suppona tolto J s 
da ciascun iin;£oIodcl ti' ..n^joìo «^(«^ruMj proposto, 
ed allora nel triangolo rettilineo t'ormato dai la,- 
ti a, c, cogli angoli A z= A — -j^jli^B — 

,C'=C — jS, si avranno i dati no(;e8sarj onde 
deleroiioaroo tulte^ parti . Cosi si conosceranno 



(l) Neil* operazioni goodosìche i triangoli 
sono, al più spesso , formati con tre stasioni dise* 
giialmente lontane dal centro della terra*, ma, 
per messo di convenevoli ridaiioni, si sostituì* 
scono ai triangoli osservati i triangoli , che ri- 
sòlta no dalla proiesione dello stasioni sopra una 
medesima superficie sferica perpendioalaro allib 
direxìon della gravità • 
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mt\ t^mpo medesimo quelle del proposto trinogolo 

sferico . 

cTii . Esempio . Sieno dati T aogolo G , ed i diie 
lati a» e^, cioè , 

C=ri23** io' 99"- a3» 

10^^=4,5219271. 
lia quantità ^ ai scn C , che rappresenta Tarea 
del triangolo , avrà per logaritmo 8, 78o55, al qua- 
le aggiungendo 2^ 19612 si avrà log o, 97667 ; 
per ciò €=9", 485 ejé = 3 16. Ciò posto, bisogna 
risolvere il triangolo rettilineo, nel quale si han- 
no i due lati a,o b come sopra, e 1' angolo con- 
tenuto C'=:i23" 19' 96", 07. Per questo eiì'etto noi 
seguiremo il metodo del n.**56, . n 

»... 4 , 589i5o3 ^ang((p— So") . . . 8,88780 
h,.» 4, 5319271 cotèC' , 9380811 

Uiig^ tang£z21 .... 8.7259602 

. ^ = 54''9o'74"-72' A'— B' 
iG'-5i 59 98 ,o3 = 3' 38' 39 ',27 

■ := 3S 40 1»97 

A' = 41 78 41, 2 j 
B' = 35 1 62, 20 . 

Rèsta a detenninavsi il terio lato e : questo si &- 

, j lì» . é^seti.C 

ra col messo dell equazione 0 =: . 

6en A' 

a 4,589i5o3 

sen A' ... 9,7854893 



092 
io 



4,8o3<5j$io ......... 4,8c36^i© 

Q' . 4 X 9997o5oo8 # sen B' . . . 9,7 13^96 1 

log«=.... MX4^6iB legò s 4»52i997i 
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Donque nel triangolo tfarico propO0to*gli el«» 
menti» che bitogna trovare» aono 

B=:35 I 65,86 
logc=:4 ,77 f 1618,0 c= 59451* 2S6. 

N. B. Il metodo dato in questo paragrafo 
può servire ancora a risolvere i triangoli, nei 
quali due l«ti fosser pochissime differenti da 
2co°5 ed il terrò piccolissimo. Perchè, prolun- 
Fig. 16. fraudo i lati grandi A'G , A'JB , s'avrà un trian- 
golo sferico iiCA, i cui tre iati sarebbero pic« 
eolissimi . 

§. VI. Dèi Triangoli sferici, ^ cui dtu an goti 

tm acutissimi, 

Fig. 27. cviii. Sia ABC il triangolo sferico proposto^ 
nel quale A» e B 0on due angoli acutissimi; 
sia LMN il sno triangolo polare, io niodo ch«^ 
fi abbia ][N==3oo*^ A , e LNnoo''— B . Se gi ' 
prolunghino gli archi NM, NL fino all' incon- 
tro loro in K, è chiaro ohe si avrà KMsA, e 
KL=B: il triangolo LKM avrà dunque i suoi 
lati piccolissimi, e sarà nel caso d'essere riso- 
luto col metodo del paragrafo precedente . Sio- 
no A'9 B'9 C i tre angoli^ e a', ^»«' i tré lati 
del triangolo LKM , mvremo 

A'=HLK=:a a'=iKl*=A 
B'=LMK=» (' = LK=B 

C'=:LKM = 2oo*— « ic'=LM=2oo*— C. 

Dunque tre elomenti cogniti nel triangolo 
ABC no daranno tre nel triangolo LKM, e per 
conseguenza tre ancorarci triangolo ^^tttlineo, 
al qu;kle il triangolo LKM può essere riportato: 
ora, ^uost'uliimoessendo risolato, otterremo la se- 
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Insione del triangolo LK >T , e da questa anelU 

4el proposto triangolo ABC. 

cix. Sian, per esempio , A — 3.°, B:;;=2 * , ed il 
5ato adiacente c=^l5o% i dati del trianffolo LKlf 
o piuttosto A' C; saranno o' — 3% ^' — 0° e 
l'angolo contenuto C=5o*. Per mezzo di questi 

dati 8Ì tvov» r eooeMO sferico 

333",2i , ed il terzo di € esgeado itplfce 4a 47^ 
li resto sarà 49% 9»^ 8S", 93. Bisogna dunque 
risolvere qh tnanirolo rettilinee/^eì quale si 
hannoidue Ia<i «'^ Sooco^ e Fart- 

golo compreso Cr-^9° 98' 88", 93. Si troveran- 

B^'-i^o®-/ '! ""."^^'^^ A^'r=io3* 6^' 8<$", 33, 
u —4^ 06 24 7.^, e il terzo Uto c'=:2l24//', 36- 
Aggiungeado dunque ^ s aorli anjroli' A", e B'' 
•'^A^^'S?^? 7«*tiUneo, arflne d'avere gli an- 
-goli A, B del t rigogolo stferioo. si avrà per la 
soluzione eercata ^ 

5- VII; foligDH» regolare di diciats(tt0 lati, 

«a. Teraiineremo queste applioazioni del .«al. 
teolo trigonometrico, rl;,n,loJict,o all' eccello t« 

^""^ -l'a pa^! 

«a 134. delU Stometria , la muniera J' iscrivereil 
ajol»g<m9.»golarodi dioiiisscnc lati p«i- la .,e.,x, 
iplloe colivioae. dell'equazioni di steondo grado 

S» l'arco ~=»^. dieo ohe ai l'oqo^ 
«ione cos p -l c.y, 3 ^ + oos 5 p -f 009 r » 4.>or 
^ ^> + ^ ^ + i .^^ ^ i . Potuti 
*bioo ttttt, 1 SUOI termini i^er 2 oos ^. ed i»^ 



11^ TU 1 G O N OMETRl A . 

guito ri cangi oiascuii prodottGl di dnè coseni in 
coseni d'ftTchi «empiici per ine«zo della forni ulà 
2oo8Aeo«B±=oos(A+B)-f ca8(A — B), 

81 avrà r • r ' ^- i 

^coa i^p-^-GoatSp . Ori, poiché ilp^ioo 9 
•t ha eoa a ^ s nof ( «60**— tSp) eoa i5 p ^ 
cog 4 ^ ac 009 ( iapo* — 1 3 9 ) = — oo« 1» ^ , e oe«ì di 
•eguito fino a óo8 ló^s — cóit^ • Dunqoe 

2PcOS^:=l — 200915^— 2C08l3(p— ^cosi lA...— ^oosSìp— cos^. 
osi vr ero 2\*cosp-=zi-{'tiOBp'--2P9 0 2V(i-\^OHpf::zi-+cosp. 

Dunque P — 5» 

Ciò posto 5 divido la somma dei termini^ ohe 
compongono P, in due parti, cioè, 

SzzconS p-{'Con 5 p p-j- coH^t Pi 
y = 008 p "4" 9 ^ "4" ^^^^ 1^ ^ "f" i5 9 . 
Avrò dunque x-\'y'S^\, Mò^tiplioo in seffuito 
i qaattro termini di x per i quattro termini ai , 
e cangiando i prodotti di coseni in coseni d' ar- 
chi semplici ottengo , iktto io riduaioaì neces- 
sarie ^ 

•xjrr: a(cos29-|-co84>9-4-co869....'4^o8iéf»}» 
o V verojpj^ — 2( cos 1 5^-f-cos 1 S^-f-oosi I ^..--j-cos»)* 

o finalmente xy:=i^\. 
Per mezzo di queste equasioni si trovano 

Adesso, se si dividon di noov'o tè somme 
ed y ciascona in diie parti , rie% , 

i — cos 3 u) -|-- u— cos ^ -|-cos i3 A , 
t rzcos 7 ^ «^ osi 2 :;=oosy ^ -^oos iS^, 

ai troverà pai « neniel 

iV=:— I , »«=— f: 



I 
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TAIGOVOMITRIA. |l5 

di modo che si potranno .determinare i quattro 
numeri j, t^u^z per iiiezio di due nuove «qua» 
sìoni di jecondo grado . 

finalmente conoscendo cos p -|- cos 13 è =: w , e 
•O8^co«i3o=§(co8i2^-|-cos i^tp)^:— i (cos 3^ 
+ cos5^)=— ii, si otterrà , per una quarta 
equazione di seoondo ^ro^o , il valore di cos ^, e 
da onesto quello del lato del poligono opposto, il 
quale è fl aen p , ovvero 2 V'^*'^ «os^' P) • 

Quanto al metodo, che ht diretto la divisione 
ai queste diverse eqoaiioni > e|8i;li appartiene ad 
una teorìa delioatissima fondata sopra V analisi 
indeterminata , di cui bisogna vederne lo sviluppo 
neirOpera stessa di Gauss . Vi si troverà la dimo- 
strazione completa del seguente Teorèma bellissì« 
ino, e ad un tempo generalissimo, 
^e il numero n sia prìmoaén^t resulti dal prò» 

dotto dei fattori primi 2^ 5^ , ec. , la divisione 
della eirconferenaa del cìreolo in n parti eguali 
potrà sempre ridursi alla risoluzione di ua nume- 
ro a d*equasieni del 2.** grado , € del S.% y del 5.°, 
e cosi di seguito in infinito • 
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PolU§enWM pMlieat0 in Farip l'anno FU- 
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SOLUZIONI . 

SI 

▲ liCUNI PROBLEMI 

concernenti i Triangoli sfirici mediante 
un' analisi completa di questi Triangoli . 



c% , • ■ 

MÌ fla che ne' triangoli rettilinei i iati sono pro- 
porzionali ai seni degli angoli opposti ^ e si di* 
mostra facilmente che questo rapporto costante 
de* lati a' seni è uguale al diametro del circolo 
<nr6ptforìttò . Si può aofio eaprimere questo rap- 
porto tliedaiifìiioipor metio dt»n*area del trian-^ 
golo; ed è &oill provare eh* egli è egnale aL 
prodotto de* «re lati difito per il doppio dell*' 
•r0a. - - ' . 

1. lEa ae si veteeie Mprtmere qoetto rapr 
porto mediante i solrlati del triangolo,' non li' 
avrebbe che a considerare eome ehi amandòiis^'^é* 
i tre lati , ed A» B, G gli angoli, ehe fon tnro 
oppoati, si ha per il Teoreaia oonosciuto a^ih, 

A* -4- ^ 

**-fc*— COI A \ dunque qos A sa ' ■ 
eqnindi. 

*2hc 

.Dunque , .«r si fa, per abbreviare , 



ISO TRlGONOlK^TaiA 

^ feaA 

il rapporto cercato . 

si chiamar il ragcio del circolo oireo» 
scritto al triangolo, e i la soperficif, o tfrea 
di questo medesimo triangolo» s'avrà 
u ^ahc ahc 




«en A 
« mhc 

dun<}uer:;;s— -,es=: 

d 4'" 4 

2. Sviluppando il quadrato di i»-fc*— a», 0 
iridacendo, si ha 

lorraola, io cui si vede che i tre lati a, § 
v'pQ^aao egpualaieate» come ciò debb*es»re. 
• * può mettere questa formuU sotto una 

rorina pjù sej»fiJi,ee, e più eHouMb per il oalcolo 
logaritmioQ, di^eoipoQenMA ia Ettori. 

tti £#• i*] ; e^eompeneBd» 

•«5ora ciagciimo di questi. fatiériia d«e, ^«rrlt 

. Queste £>yi«Mil0 SMO .ei gaic ei e ào non le ' 

'•iP^T^.q»! se nonché per j«rvii« «OM d'Io-' 

t|;o4u«ione alle rìceriAbe seguenti. 

3. Poicìhè ne' triangoli sfèrieì ieesi de'leii* 
sona proporaio«aU e'mii dàgii angoli oppottf 
a quesfci lati, potremmo avere Cariosità^di qpoo*. 
soet^ questo rapporto oostante ; • 41 vodore an-"* 
rov se dipenda , come ne' triangoli rettilia^i» 
dal raggio del cjrcolo oiroe^oaitto» o dall'area 
del triangolo . ' * 

Indichiamo sempre per h, c i tre lati 
del triangolo a&rioe« » per fi^€i tromii» 



goTi opposti a questi Iati; avremo, pér il Teore- 
na cernito, 

CQS a s= cos f eos ù -|- sen B sen # g^'s A ; 

j A <'Oj»ff — €50»^ COSI? ... 

«onque cosi^=:-— .-—-.u — , e Quindi' 

sen b sen c 

. * , acu l' ftvn ( cosa — coabcosc Yl 

sen seti c ^ ' 
Facciamo, per ahbrcviarefj 
/= V [ ^" cos^ CO0 i C08 c )* 

, avramo sen A S<u — : \ dunquer 

' sf' _ «^en g seti 5'sen c 

\ ««"A / 

jSspressiotieiì^f tap porto oarcafo, analoga a quella 
òhe abbia ni trovata p6i triangoli rettilinei (n." ij. 

^ Siccome la qDaiitìtà / vien espressa per on 
valicale, quadrabo, è paò in coDseguenia avara 
il segno /^m e meno^ p?*overcnio che relatiya- 
Ineate ai tvian^oli sferiei essa debb' essere se«i'«> 
pre presa positivamente j percLè i latice gK 
angoli d'ogni triangolo esscodo sempre minori 
di due retti, i loro seni son sempre neo6Ssaria<^ 
IB^nte positivi.- 

4. La r^iantità radicale/ è pur suscetti|>il« 
di riclnzi(»ni anulo^Le a quello, del n.** 

Poiclje, s<isiif nemJo per sen i*, é sen c* i 
loro valori in tosem 1— cosè*»i cosc*, a ridu-? 
cendo, avrenro 

P^aJìx^ ( l'Sfl*— cosJ*— cosc*-|-2 co.sacos^cosc)i 
ove si vede clic i tre lati «v^, e entrano egual- 
mente . . ^ 

ai pcfo parimente risolvere la c|uanlit"a ^jfto il 
segno in- fattori . Inialti s' avrà in primo iuog# 
sen ^" sen — ( cos« — cosZ^cosc 
S-Csen h sen c '\- cos fl — cos fosc) 
X ( sen h son c — ros o -j- et s h ros c ) 
= lcosa-.cofi(^4-c)j [cos (i' — c) — coutfj: 



191% TBi^osqmsTBiik 

* * 

ora 9 «i ba \n generale 

a-i-h ^— # 

cosa — eoa Ben — i— xsen ; 

•2 

dunquft r dccon) poncmio oosì i due fattori , avremo 

feìV i scn ' ^ xsen L.x3en_LZ — . 

•* -a ^ - - 2 3 . 2 

>^3oa a-f-^"h^^ . espressione molto eomoda per 

il calcolo lorraritinico . 

5. Cerchiamo frattanlo il raoTfrio del circolo 
cireoscritto al trianjjolo sferico. evidente che 
questo circolo non può essere che un dei piccoli 
circoli «iella sferri, e che sani ancor circoscritto 
al trianf/olo rct ( ilinco format o lìcWc tre corde de- 
gli avelli a, c. Ora queste corde essendo 

\ a h c . 

efbresse per 2 sen-*, ^sen , 3 aen—, non vi re* 

r ^ o 2 ^ 

Strerà obé a costituirle in luogo di a, h^cnéW 
espreiisione del raggio r ( n.'' a. ) e vale* a dtrt 

abc 
.n _. . 

Ghiamtamo R il r <^gio di questo circolo 
eircosoritto» ed h ciò che diviene ìa quantità fi 
per le sostitiÌBÌOBi, di oui si tratta; avremo 

■ * a b e 
9 senu X i^a. - x^^en 

h " 

Or.ì , si ba 

» 52 I sen ^ sen - I 4- 32 1 sen -sen — i 
V 2 2 / . V » 3/ 

+ 32^8enÌ<enl^ ^ló/^sen-^ — ló/'sen— | 
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^ 16 ^sen 1 ^ ; e sostituendo per 2 ^sen ~ ^ > 

^ ^sen , 2 ^sen i li^rp vajdrì i -—009 « , 

1 — 008 ^ , 1 — 008 o , avremo dopo le ridusioni 

À* 12 — 8 cosa — 8 cosi» — 8 <;us<? 

8 oos a C08 cos a coi c-j- 8 oos b cose 
— 4 cos a* — 4 bo« — 4 cose* ; 
espressione , che si può ridorre allaeeguenfe 

« vaie a dixe 

4 64 ( sen - sen - sen 1 ) , 
\ 2 2 2/ 

sostituendo il valore di / dei n.' 4. Così avrelti^ 



a b 'c 
4 sen — sen — sen ^ 

— . 2 2 2 



(seni sen 1 sen 

3. ft 2 J 
^, ^dessp, SQ si eomìdera il rappo dollfi 
atva, che passa per il centro del piccol circolo 
ciroosovifto h visibile che questo ra^-.rjo .„rà 
perpendicolare al piane di detto circolo , e fer- 
«nineTa al punto della superficie sferica, che 
Tu-I ^ . "»<»^««5»o circolo. Dunque, 
dì Tintali ^ '>^<?^» <^l!« misura la dist n«a 
dal polo alla oirconferaiifa del suddetto circo- 
la , 8 avrà evideotemepte B t=sen ^ ; dengue 

4 sen ? sen ^ sen f 

2 2 2 ^ 

V[/- + ( 4 *an |sen i sen ^ )^ J ' 
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dal che si doduoe 

f 



\/|>*+(4rSea^flentaeo^)* Jf ^ . 

m h e 

. * & 2 2 
tang p is *_ 

Dunque, poiché sen a:à:28en>^008-«« e o<ìiii 

è dogli altri seni, avremo (n.**^^) 

sena' ^ o ^ c 

== 2 tang ^ cos - cos - cos — . 



senA . 2/ 2 

7« Se .61 volesse aver.l* area del triangolo' 
rèttilineo isentto nel picool circolo » di cui si 
|Mir1a , e formato dalle eorde degli archi a , h 
chiamando 8 questa superfìcie, non s' avTjebbe 

èhe a Giangiare nella formula i-=.^liS. del n.° 1. 

# in 8^ r in -R^ ed ^, c iii 2sen ^9 2 sen ~, 

2 • « 

2 scn ciò, che dorrebbe iuimedia|,aai6ate . * 

a h c 

. a sen -sen - sen - 

8^ 2 2 .2 • • 
STm ri ■ • ■ I. • 

K • • • • 

oppure, 3 estfSa di R==*seh^ (n.*^ 6.), 

fl * « 
- 2 sen. sen - sen— 

al. 2 .2 -2 
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• j 7 E ft 1 e 4 

^•Bff sdeno 8i considera la Piramide trian «po- 
lare» che ba questo triayif^olo per j|;»ase» e il cui 
vertice è al centro della sfera, p patente ohe 
V altessa di qnesta piramide sarà cob p \ dunque 

la sua sclidUAsasa ■ i. i ■ , o sivvcso» sostituen- 

3 

do per B il valor», che abbiamo trovato , cioè 

^ a b e . 

.^9en^sent- spn — 

I I li JIU I II II I ^ 

3tung<p 

<4 sostituendo di jpiù ii «valore di tang p , trovato 
jdi sopra ( n.° 6^.), x^v^egio pier il valore della 

.solidità dì quella pirani-ide . 

8. Resta da considerarsi a^ncor l*area del 
triannrolo sferic«) tonnato dagli archi a^h^c. 

8i -conosce ìi bel Teorema, secondo il quale 
J'area del.trian»iolo sferico sta alla superficie iii- 
■tera della st'era conie l'eccesso de' tre ant^oli del 
triangolo sopra due retti sta a 8 angoli retti . 
-Si attribuisce quel Teorema comunemente ad 
Alberti^ Gktmrd^ ohe Tenuocia infatti nell'Opera 
intitolata iiwen»ian$ -himhhi Algebra » ed im- 
-pressa in Amsterdam nel l62p*, ma siccome la 
«dimostrazione, eh' egli -ne dà, non è niente ri- 
gorosa , e Don jmò essere rij^uardata phe come 
un' induzione , si dee piuttosto attribuire <)ue8to 
Teorema al Csco/im ^ che l'ha dato nel Directa^ 
ncum generale uranometricum , impresso in Bo» 
ioj^na nel ^óJa» edita bella dimostrazione npor- 
4ata da Wallis, e inserita dipoi nella maggior 
parte delle Trigonometrie. 

Chiamiamo £ V eccesso de' tre angoli del 
'fxijuigolo sopra due retici) avremo, -riteneniloie 



Ift6 TAlOOHOMKTf^IA 

denomiifaftioiii fin qaì iin(>iegate « e chiamando 
D Tiihgolo reffeo, 

fc=A+B + C — 2D. 

Cosi r area del trian^^olo , i cui lati sono a. 
Ci G gli angoli opposti A» G, saim la 

parie — — della superatole intiera della /fera; e 
8d 

fe si riguarda quesM soperficie oom? egpale a 
8 si potrà allora prendere T per il valore 
dell'area iiie<iesinia del trianu:t»Wi . 

9. Se 8*iinman^tna (;he i lati ^,e C9 ì quali 
comprendono l'anfu^olo A, sian prolungati fino 
al quarto di circolo, gli angoli H, e G divei^ 
ranno retti 9 ed il lato a diverrà ognale all'an- 
golo opposto A : allora l' area del triangolo ret-- 
ttihfrolo isoscele diverrà A ; dunque, se si to<rHe 
il primo triancroìo, di cui i lati intorno all'an- 
golo A sono ^, e c, avre«no il quadrilatero sfe- 
rico y di cui la base sarà A , od i lati perpendi- 
colari a questa base saranno 0 — e D — <?; e 
Tarea di questo qua lrilatero sarà espressa som» 
plicemente da H~{-C — 2 D . 

Ma per le analocrje conosciute di Neper si 
Ila in oflrni trian;^olo sferico quést' equaaiooe, 
(*be dimostreremo più sotto» 

oos ■ . ■ 
lì + n a .A 

tancr ■ ■ ,cot— — • 

eoa, ' ■» 
2 

Dunqpe»9e s^indiea per c l'area, o superficie 

Uol quadrllatcfi'o , di ciii sì tratta 9 avrémo tang 

2 

cot-X-= dunque 

tang-_ 




1*7 



OOB 

2 



E se sVìndicano per 6 y i due lati del qua- 
tlrilatero perpendicoìari alla base A, di modo 
che C D — è, e y D — c, avremo per la ddter- 
niinaziono dell' area c, la formula 



sen 



tang i = — tang 

. cos 1 

2 

Qoesta formula oorrispoo^e alla formala oo» 
gnita cr=^"t".^ A. pei quadrilateri rettilinei « 

di cui A sia la base, 6, e y i due lati verticà* 
li , e cr l'area; e siccome questa è del nia^rtrior 
uso per iiiisurarc le superfìcie piane tenninate 
da linee rette, la formula , che abbiamo data, 
8ai*a egualmente utile per misurare le superficie 
sferiche terminate dà degli archi di ^ran cir- 
coli. Così essa può essere impiecrata eoo molto 
vantaggio per determinare l'estcnsìon d'un pae- 
se allorché si conoscono le latitudini, e le diP- 
foà'enze di longitudine dì ipiìi punti situati sulla 
circonferenza *, imperocché unendo questi punti 
con degli archi di gran circoli, avremo un po- 
ligono sferico, di cui si troverà facilniente l'area 
deeoibponendolo in quadrilateri foruiuti dai eir- 
fioli di latitudmé 9 ' 9 dagli arehi dell'equatore 
interposti jVa questi oirooli. 

lo.iyiase si volesse avere il valore dell' area S 
|)cr mezzo dei tre lati c del triangolo sfe- 



«'ico, non sì avrebbe che a oonsiderdre, ohe poieiftè 
JE;5 A-J- B+ C -2 D , -sL avrà 



1 Ung — taog -r-i — 

a <2 



B-4-C 

ti sostituàsca in luogo di taiig —31 — il «!• 

•2 

valore trovalo' qui sopra (n.^praoedeate)8Ì avrìÉ 

A b + c I ^ A i — © 
iaiiR — co» — U--4»« o«t — oog , ■ 

coi — ^ ■ ■ ■ til t II ; 

006 ^ — -r- eoa — • • 

2 ^ 

lbrniala»oheai trasforma faci) mefite In qaest' altr» 

he, h c A 
cos -cos - -|- san sor - cos A 

^ d 2 2 2 • 

^ot . , « ■ ' ' j" ' • 

2 * A 

8en ^siMi-rSenA 

2 2 

Se adesso si sostituiscano in questa Coronila 
i valori di seo A« e cos A dei nj* 3.» avremo » di. 

«yidendo sopra e sotto per sea Isoa^» 

2 2 

^ • LiGOB^cos—i + COS a -H- COS » cos c 

r ^\ 2 3/ ^ 

COt — = ^ 111 . 11 II I ! > ■ ■ ■ M I I .H 

9[8 2||^cos^^ =si-4-oos&,e2^cosl^ si-^oos^ 



t 



6 F X & 1 G A» 



tlonque facendo auette sostitasioiii^ e roTeacian» 
do la firaiione s'av^ 

T f I 

tang — • = ^ 5 

formula la più semplice per determinare l'areaS- 
d* un triangolo sferico col meno de' snoi tre lati 

11. Abbiamo veduto (n." 7.) che è la so- 

6 

Udita della piramide triangolare forOiata dai tre 
ntffgi della sfera, che .corrispondono ai tre an- 
goli del triangolo sferico. 

Consideriamo adesso una piramide triange- 
laro formata' da qaesti medesimi raggi prolnn* 

fati tanto quanto si vorrà, di modo che essi 
i vengano ^» r $ e che a, ^ sieno gli archi» 
o gli anoroH compresi fra queste rette. Per aver 
la soUdifii di questa piramide non avrem che 
da consi<{erar1a come giacente sopr' una delle 
suo fac'jc, por esempio quella, che ha per lati 
le linee /?, e ^, ed abbassare dall' ostremità della 
terza retta r una perpendicolare V hupra il pia- 
no della medesima fiiccia. E' primieraiiienf e fa- 
cile di vedere che, se « è 1* anj>o!o coiuprtso 
fra j?, e^sTavea della faccia» che noi risgiiar- 

diamoooraelahaBe della piramide» sarà^lf:ffLf.» 

2 

dunque la solidità della piramide sarà ^ P%^^^ ^ 

6 

Orasse si nomina 6 l'angolo» ohe la retta r 

fa col piano, che passa per le rette a h 

manifesto che s'avrà Pszrsend; dunque la solt« 

i.^v ^ ^ V Z7^rsenasen6 
«Ita cercata sarà ^ ^ • 

6 

li an^jìolo § non è altra cosa che V arco ah^ 



4 
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iNissato perpendicolarnieiito dal vertice dellV 
golo A del triangolo sferico sopra il late oppo- 
sto a; si può per conseguenza determinare il 
valore di sen 6 per mezzo dei seni , o coseni 
de' Iati b, c del triangolo : ina, pel nostro 
Oggetto, basta considerare che questo valore, 
egualmente che quello di sen a, essendo indi- 
pendente dalle linee ^ , r, se si fa p—i^q:zzi^ 
r=l, avremo il caso doila piramide, di cui ab- 
biamo parlato qaì sopra , e di cui la solidi^ è 

6 

Da ciò ne segue ohe si avrà sen a sen 8=/; 
laonde avremo in generale ^f^^ pGv la solidità 

della piramide triangolare^ nella quale i tre lati» 

0 spigoli » ohe ibrmano uno qualunque degli an* 
goli'Iolidi» sono p^q^r^ e gli angoli compresi fira 
questi tre lati sono a , ^ , c . 

Quest'espressione della solidità di qualunque 
piramide triangolare per messo destre lati» e 
degli angoli contenuti è, come vedesi, sempli- 
cissima, e comodissima per il calcolo, soprattutto 
se 8*impieg;a per il valore di / 1* espressione in 
fattori notati nel n.° 4*» ed essa può essere van- 
taggiosissima per determinar la solidità di tutti 

1 corpi terminati da piani, poiché si può sempre 
risolverli in pirauìidi triangolavi, oomo riso!** 
vonsi in triangoli tntfi ì poligoni. 

12. Del resto, poiché abbiam trovato sen a 

sen4=/, avremo sen 6= f — ; di maniera che 

sena 

si può determinare per messo di qaesta formula 
la per^n di colare 0 in ogni triàngolo sferico 5 di 
cui a sia la base , e 5, c i suoi oue lati . 

13. Io non ho risoluti i problemi precedenti 
se non che per avere occasione di njostrar l'ori» 
ginc» e r USO d'alcuno formule ragguardevoli» 
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e BOfmUutto della funzione iadioata per /, che 
monto flpecialmente T attenzione degli Analisèi 
a motivo delle diverso «ne applicazioni . Passo 
adesso a delle considerazioni generali sulla Tri* 
fonometria sferica analiticamente considerata. 

Le risolui^ionì analitiche de* triangoli sfe^ 
rici non sono state da principio che semplici ap- 
plicazioni dell* Algebra alle costruzioni geome- 
triche. Ci siam contentati in seguito di stabi- 
lire per mezzo della Geometria alcune Proposi- 
zioni fonJamentali , e si son ricavate tutte le 
formule della Trigonometria sferica dall' equa- 
f.ioni ottenute per mezzo di queste Proposizioni. 
Ciò che abbiamo di più elegante in questo ge- 
nere è \si Memoria d'Èuler, intitolata Trigonome' 
triasphaericauHwersa ex primis principus derivata^ 
od impressa negli Atti aieirAooadomia di Pietro^ 
borgo per Panno 1779> Ivi ai trova un liitoma 
oomploto di fommie trigonometrìohe » fbndato 
anicamentfr su tro oquasioni . Ma non si potrebb* 
egli semplioiazare ancor questo sistema » ridocen* 
£lo ad una sola equazione fondamentale? 

Questa riduzione condurrebbe a perfestonave 
la teoria analitica de' triangoli sferici $ poiob^ 
nell'Analisi la perfesione consiste nel non impie- 
gare che il minor nnmero possibile di principj,ed in 
far derivare da questi principi tutte le verità , 
ch'essi posson racchiudere per mezzo della sola 
virtù deirAnalisi : nel metodo sintetico delle li- 
*nee essa consiste al contrario nel dimostrare 
rigorosamente ciascunn proposizione nella ma- 
niera la più semplice per mozzo delle proposi* 
aioni già dimostrate . 

Il defunto De Gua avea di già avuta l'idea 
di far dipendere tutta la Triorononiotria sferica 
da una sola proprietà generale de' triangoli sfe- 
rici ; ma la Memoria^ ch'egli ha data su questo 
soggetto aolVoluu^e deli* Accademia delie Soieu- 
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se del 1783, oontiene de*oaloo1i così eoin]^1icatf 
ch'eisi sembraa più proprj a palesare gPmeoa» 
venienti del di Ini metodo che a farlo adottare. 

Io qnì mi f^mpongo il medesimo oggetto, 
e vado a presentare un qaadro saccinto di tutte 
le formule della Trigonometria sferica, deda- 
condole per via di semplice trasformaaione da 
una sola eonazione somministrata dalla natura 
de' triangoli sferici. 

14.. Noi partiremo, cornei' ha ùktto De Gua» 
dair equazione (n.* 3.) 

cos a = cos ^ 008 c -)« ^ sen c cos A , 

In cai a , e sono i tre lati, o archi del trian» 
gelo, ed A, Paninolo opposto al laton. 

Qaest' equasione dimostrasi facilmente me> 
diante la sola considerasione de' due triangoli 
rettilinei formati , 1* uno dalle due tangetiti de- 

{^li archi e o , e dalla retta, ohe congiunge 
'estremità di queste due tangenti, l'altro da 
questa medesima re^ta, e dalle due secanti dei 
medesimi archi; poiché è evidente che le due 
tangenti forman fra loro l'angolo A contenuto 
dagli archi ^, e o le due secanti forman fra 
loro l'angolo a, eh' è il lato del triangolo sfe- 
rico opposto all'angui© A. Così chiamando h il 
lato comune a questi due triangoli , s'avrà subito 
per il Teorema n()o;nito, che risguarUa i triangoli 
TCttilioci, l'equazione. 

s: tang b* ^ tang c*=^2 tang h tang e oos A ' 

jper il primo triangolo, e l'eqnasione 

A* = sec b* -(-sec — -28ec&secc cosa 
per il seooodo triangolo. , 
Oa ciò si ricava 

tang -f* tang c* n tang ^ tang ^ ooi A 
s= seo y 800 e* 2 SCO ^ sec c cos a .| 
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Or» si ha evidentemente 

80C 6^ «— tong =: 1 « 

• parimente 

sec c* — tang 1 j 

dunque T equazione divenlera 

se») b sec c co« tan^ b tang c cos A . 

Sostituendo per sec 6, seo c, tang ^, tang e, i 

. , . 1 1 scn^ sene , 
loro Talori ^ , • t » « » e mol« 

0O9 9 cose OOS0 cose 

tipHcando per 008^ COS c 9 avremo P equazione fi»n« 
dameatale 

COS ar: COS b cos c sen ^ sen c cos A . .. (A). 

SiccniTio , per r ipotesi , non v*è tra le quat« 

tro qnanlita a^b^c^ A altra condi'/ionc se non 
ciie (quella ohe a, ^, c, siano i tre lali del trian- 
golo, ed A l'angolo opposi o al lato. A , no segue 
che, chiamando BjeG gli angoli opposti ai lati 
e c, avremo e({uazioni simili relativamente 
a questi angoli, col cangiar solamente A in B, 
o in C, purché si cangi nel medesimo tempc a 
in b j o in c . 

l5. Adesso, se si prenda dall' equazion pre- 
cedente il valore dì cos A, e si formi quello di 
sen A, s'avrà 9 come abbiamo di già trovato nei 

sena . sengsen^senc 

■ 

sen A / 

ove la quantità / è una funzione di a, c , 
nella quale queste tre quantità entrano egual- 
mente di maniera che essa riman la medesima 
facendo fra loro qualunque permutazione ciie si 
volesse . 

Così , cangiando a in ^ , ed A in B , il se- 
oondo membro delTequasicae non cangia, e si 
avrà per eoasegueasa 1* equaiione , 

sena * sea^ * 

■ — '■ — . . « . 

sen A sen B 
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Qnesfo è ciò , che s\ chiama l'analogia C(h 
•mnne de* seni $ ed è visibile che •oang^aodo a iae» 

j - . ^ Bona tene 

ed A in L«, avvein pariiuente -SS . 

sen A iea G 

16. B.Ì prendiamo l' er^u azione ( A ) del n.* 1 4*» 
cioè» eo9a=soo8^co8C-J-sen ( aen c eoe A ; can- 
giando a in c, ed A in G 9 avrem parimente 
eoe c=: cos acosb-\* sen a sen h cos G ; aostitoendo 
questo valore di cos c nella prima equazione, 
essa diventerà coaazs eoa a cos sen a sen h 
cos ^ cos G-^ sen 6 sen c cos A; cioè, cosasen^'a: 
senasen^oos àcosG-f-sen ^ sen c 008 A} e divi- 
dendo per sen 

cosa sen ^= sen a eoe h cos G -f*Mn ccos A . 

Sostituendo per sene il suo valore " 

sena 

ricavato dair eqnasione (B) del n.^ precedente, 

e cangiando Mnc,eBinG, dividiamo in seguito 

per sen a, e ponghiamo eot e cot A» in luogo 

j. cos « cos A , V „ 

ai ^ , e — ^ , s avrà i equazione 

sen a sen A 
cot a sen cot A sen C -[-cosi coaC. ... (G ) . 

17. Finalmente la medesima equazione tro* 
vata qui sopra cos a sen5=senaco8^oosG-{-sen# 
cos A, da^ cangiando « in ^» ed A in seA à 
cos cos a sen h cos G -)* ^ ^ • Sostituendo 
questo valore di sen 0 cos h nella stessa equazio- 
ne , si ha cos a sen h =: cos a sen ( cos G* -f» sen 6 
cos B cos G-)- sene cos A» cioè, cos a sen ^ sen G's 
sen c ( cos B cos G cos A ) ; sostituiamo per sen # 

, son^senG i ut 

il suo valore , preso dall equazio- 

senB 

ne (B) cangiando a in c, ed A in G ; dividiamo 
In seguito per sen b sen G, e moltiplichiamo per 
sen B; s'avrà cos a sen B sen Gs:cosBcosG-|- 
cos A, cioè, 

cosAs:— cosBcosG^I-senBsenGoos*. . (D). 
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iS. Qnesfa forinula, come si Tede, è analoga 
in tutto alU formula ( A ) del n.** 14., da cui sia- 
mo partiti; gli angoli A, B, G hanno preso il 
posto de' lati a, ft, <?, e reciprocamente ; ed 1 co- 
seni flon divenuti negativi , i seni restando posi- 
tivi: il che indica che i lati son divenuti i sup- 
plementi a due retti degli angoli, e gli angoli i 
supplctrienti a due retti de' lati. Così tutte le 
formule, che risultano dalla formula (A) , saran- 
no ancor vece facendovi questi medesimi can- 
giamenti . 

Resulta da ciò questa proprietà conosciuta 
do' triangoli sferici , cioè 9 che ogni triangolo 
sferico paò esser cangiato in nn altro, di cui i 
lati, e gli angoli siano respettivamente supN 
plementi degli angoli , e lati del primo» e si 
sa che questo naoro triangolo, il quale si chia- 
ma supiUméntarìo f è quello, che vien formato 
solla siera dai tre poli* degli archi, ohe costi- 
tuiscono ì lati del triangolo datò, congioogen- 
do questi poli con degli archi di gran circolo; 
ciò, ohe dimostrasi facilmente per mezzo d' una 
costrusion semplicissima. 

19. Le quattro equazioni (A) , (B) , (G), (D) » 
che abbiamo trovate , racchiudono la soluzione 
di tutti i Problemi tlella Trigonometria sferica; 
Imperocché , siccome in un triangolo sferico 
non vi sono che sei clementi, cioè i tre lati, 
ed i tre angoli, e che Ire di questi elementi 
bastano per determinare il triangolo , è chiaro 
che le relazioni le più semplici non posson es- 
sere clic tra quattro elementi: ora 5 tutte le 
combinazioni difTcrenti, che si possano fare di 
sei elementi presi quattro a quattro, si ridu- 
cono alle quattro seguenti : 

1. ° Fra tre lati, ed un angolo: questa re- 
laziono è data dall'equazione ^ A); 

2. ? Fra due lati, e due angoli, che possou 
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esser opposti respetf ivamentc ai due lati , o Vnn0 
opposto, l'altro adiacente ad ua medenmo lato) 
il che fa due ca^i. La relAzione^ta i dae lati, 
e i due angoli opposti è data daireqaaMone(B) } 
3 ° Fra due lati , e dae angoli, di eoi Tono 
• opposto, e l'altro adiacente al medesimo lato 
dato; questa reiasione è contenuta nell'equa- 

siane (G); 

4.* Fra tre angoli, ed uniate: questo rela- 
aiono è data dall'equazione ( D ). 

20. Se si supponga l'angolo A retto, Tequa* 
sioni precedenti si semplicissano, • danno la 
segmenti: 

cosar: 008 ^008 0 

sen h 

Beaa^ 

sen B 

4M>t a cot ^ C08 G 

CO8 a := oot B oot G } 

e se si supponga 1* angolo G retto, Tequasió» 
ni (C), e (D) danno por queste due 

cofc A ^ Gota sen 

cos A^senBcosa . 

Queste sei equazioni somministrano diret- 
tamente la solusione di tutti i casi do' triangoli 
sferici rettangoli ; e siccome esse sono sotto una 
forma comodissima per T impietro de' logaritmi, 
ce ne serviamo comunemente nella Trigonome- 
tria decomponendo tutti i triangoli in triangoli 
rettangoli per mezzo dell* abbassamento d* una 
perpendicolare. Masi possono egualmente risol- 
vere tutti i casi per mezzo delle quattro equa»- 
' «ioni generali riducendo queste equazioni in 
fattori mediante le trasformazioni, eoe andiamo 
ad esporre . 

21. L'aquaziona ( A) fra i tre lati a, ^, 0^ 
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•d' uti angolo A opposto al lato « , può servire 
a dctermitiare 1." A per fl, è ^ c , Q° a ]^ev b ^ C 9 
uà A;3°b per a, ed A. 

X.**Affin di determinare A per a^h, 69 s'avrà 

Ascosa — Gos^cosc 
cos A , 9 
sen h sea 0 

dalla qoal si deduce , 

+ . / AV cos«— cos^J+c) 7 
oo8A=a(oo8 — ) =;ì;, 1— i ' 
\ 2 / seii 0 sen c 

^ason_! son — ' ' — 

sen ^ sen c 

cos ( cos « 



. cos A t= a ^« en =; 



son ^Sene 



28en ' — sen — ! 



sen ^ sene 

dunque 

sen seUi ! — 

a à 

a.** All'efFetto dì determinare a per ^, 
ed A, si ba 

cos a cos 2> cos c sen i sen c cos A . 

ISTon Pcmbra quasi possìbile di ridurrò Im- 
mediatamente questa equazione in fattori per 
l'uso de' logaritmi , ma vi si può giunger pe# 
mezzo d' un angolo sussidiario* 
. Infatti, se si fa 

tangacos A = tai\g^^...(^)^ * 



i 
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g*avrà sen c ros A =cosc tan^(p> ; dunque cosa = 
cose (cos i'+sen h tang p). Ora cos ^-|- scn h tang v=i 

C03a= — ^ zJ. [e) . 

cos p 

Non è diffìtùl vedere che questa tsasforma- 
zione riducesi alla division del triangolo in due 
triangoli rettangoli per mezzo d*nna perpendi- 
colare abbassata dall' angolo H sul latoi , e che^ 
è il segmento del lato adiacente all' angolo A . 

3.° Air()gg«tto di determinar per fl, ed A, 
bisognerehhe sostituire ncIT equazion principa- 
le ( A j /v/( ^ — seni*) in luogo di cog^, inalzare 
in seguito al quadrato, onde fare sparir il radi- 
cale , e trovar il valore di sen h per mezzo della 
rìsolusione d'un* equazione di secondo grado; 
ciò , ohe darebbe per sen h una formula compii* 
oata, la quai non s'adatterebbe al caloolo le-* 
garitmioo* Ma la trasfbrmastone impiegata di 
sopra serve ancora a risolvere questo caso ; poi- 
ché , avendo detorminato X angolo e per messo 
dell'equazione l'equazione (c) darà 

/J. ^v_oos«cos« 
cos — ^ i ^ * .... (»). 

cose 

2S. L' equazione (B) tra dne lati a, e ^ , e 
gli angoli opposti A, e B può servire i.** a de- 
terminar A per a ^ B $'2? a determinar a per 
JL^ B- 

1. * Per determinar A mediante a , B, s'avrìi 

», * sen a sen B , . . 
* sen A= -— -. . . • (s). 

sen o 

2. * Per determinare a col mezzo di ^ , A , B , 
avrà 

sen b sen A , 

ieDa=? 1 * , .... (/) . 

senB 
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Que!»fe formule non han bisocrno di nessuna 
tarasfovmazione j)er l' applioazione dei log-arif nii . 

23. L' equazione (C) fra i due lati a,G 
ed i due angoli A , e il primo opposto, il se- 
condo adiacente al lato «9 può servire 1.° a de- 
terminare A per a ^ h^Q-, 2.° a4eterminar a per 
A , C ; 3.° a determinare G per a^b^ ed A ; 
a determinar h per a , A 3 G . 

1 Aflfin di determinare A per a^h^c,s' avrà 
1* equazione 

.A eot a sen b ^ • * • 

eot A= — - •^ootGcos^; 

sen G 

e,per ridurla in fattori, sifarà '^^-^sscot ^oppuf « 

cos G 

tang a co8G:=:tang . . . (g): 

dunque eota^cosGoot^; e sostituendo questa 
▼alore si a?rà eot A^ootG(cot9sen^— cos&)= 
CQt G . , - ootGsenf^^o) 

( COS<p seni — «P.n^nnflAj— tp/, 

•en p sen 
dunque 

cot A=i • . , . (h). 

aenp • 

Questa ridnzione consiste pare nel dividere 




segmento dì qnesfo lato adiacente all' angolo C 
a ° A d oggetto di determinare a per b , G , 
arrem Tequasione 

cof.A senC , . ^ 

cot a r; I M ■ -j- cot bfiosC ; 

son b 

e 9 per ridurla a fattori, si farà * 

cot A _ ^ ^ , , . . 
T- — tang9,...(j); 

cos V 
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dunquCaSostllucnd ►nell'equazionein vece di cofcA 
il suo valore tang p oos è, avremo cot a — cotb 

(genCiaag p^{HiOB€t)p=^-^ (seoG seo^-t-oosGoosf ) 

. cot b eoa ( C — © ) j ^ 

t= t , '; dulkqae 

oot4ts: ^ • . . • (^)* 

cos p 

Questa riduzione consisfe puro nel dividerà 
il triangolo in due triangoli rotta njroli abbas« 
sandouna perpendicolare dall* angolo C sul latoc; 
e 1' angolo sussidiario ;p è il segmento deU*an^ 
g<llo G adiacente al lato^. 

3." Affm di dclenninar C per a, A, hiso- 
pnerebbe prendere dall' c.piazioiic (C j il valore 
di senC, o di cosG mediante la risoluzione d* un* 
equazione di secondo grado, e s* avrebbe un 
espressione, che conferrebbe un radir^ale. Ma 
la trasforma zlon precedente è parimente utile 
per risolvere questo caso; polcbè , avendo tro- 
vato 1* angolo p in virtù dell' equazione (i), Te^ 
quazione (A) darìi 

cot b 

4* Finalmente all' cffotto di determinar h 
pera. A, C, bisognerebbe pur ricavare dalla 
medesima equazione (C) 11 valore di sen è, o cos^ 
per mez/o della risoluzione d'una equazione di 
secondo grado. Ma la trasformazione impiegata 
per 11 priuT) caso servila a risolvere ancora 
questo; pondiè , avendo trovato l'angolo sussi- 
diario <p mercè T equazione (^) » l'equazione (h) 
darà 

. cot A sen o . 
Ma(9— «MN— — I. « . . . (m). 

cut G 



t 

* 
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64* ultimò l'equazione (D) fra i tre an<* 
geli A5 B 5 G , c<i un lato a servirà a determinare 
t.^'a per A, B, Oj 2.** A per a, C; a,** B 
per ^9 A» C . Siccome questi tre casi '^oorris pen- 
dono a quelli^ che di pendono dall' eqaaaiono (A)^ 
di 'cni r equazione (D) non è che una trasibr* 
inata 9 si può immediatamente applicarvi le for- 
mule, che abbiamo date per gli altri nel n.°2i, 
sostituendo in lun«i;o de* lati a, c i supple« 
menti a due retti degli angoli A., B, C, ed in 
vece di questi angoli i supplementi a due retti 
de'lati opposti a, ^5 c (n.°i8). 

Così 1.° Al fin di delenninare aper A ,B,G, 
l'equaziono (tfj del n.° -21. darà la 1 rasi urinata 

cos , ' ' ■■ GOS ! r 

2 2 

3.** Air effetto di determinar A per a, B,C, 
si fiiranno le medesime sostituzioni nelle far- 
mole {b)i e {c) del medesimo n.^» • prendendo in 
vece dell' angolo <p il suo complemento ad un 
retto, avremo queste due equazioni 

tangGcosd=cot^ . . . . (o), 

* oosCsen r B — ip ) . . 

C08A= ^ ^ .... (0) . 

3." Le medesime equazioni serviranno a de- 
terminare B per a. A, C; imperocché, avendo 
trovato p «per l'equaaione (o),. l'equazione (j?) 
somministrerà 

/T, V oosAsen^ , . 
sen(B-^^)= ■ 0^). 

cosG • 

25. Si può dunque per mezzo di queste for- 
male trovare direttamente uh lato 9 o un ingoio 
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qualunque mediante tre parti date, sien queste 
o lati , od auoroli : ciò abbraccia tutta la teoria 
dei triangoli sferici. Ma allorcliè^ si degjjjian cer- 
care insionio duo lati per uicz/.o del terzo, e 
dc'due anj^oii opposti, o due angoli per luezio 
del terz' angolo, e de' due lati opposti , è più co- 
modo impiegare le formule trovate da Neper 
tr.i queste cinque parti» o elementi* £coo la ma- 
niera più flemplice di giuagore a queste for- 
mule. 

Abbiam trovato nel n.* 3i. 

a-V-b — c a— •i-l-c 
fen — ' '■■ aen 

t.ng:^=Vf ' 

seu ' ' — seii — * ^ 

Avrein parimente mercè dell* angolo; B, can- 
giando AinB, eda in^, 

ui.g-= V r — ^-^^ — r=i±r") ' 

^ sen ' ' M'ts ■ ■ ^ 

a 2 

moltiplicando dunque insieme 

a + i — o 
sen ■ I 

tang — tang — S 



2 2 fl -f-^ + C 
gen — ! 



o. 



8e in quc.9t' equaziooo si cangia ^ in c, e 
B in C, avremo 

sen I . ^ — 
AC a . 

tang— tang — z= 



sen — ! • — - 
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et cangiando nella medesima equazione 0 in c, 
6 A in C, s'avrà 

B C ^•'"^V- 

tang— tang— 



sen ' * 



2 

dunque, sommando, avremo 

tang— -j-tang =: ì tang;-- =: 

sen ■ ' «4^ sen ' sen~cos 

2 A 2 2 



( 



sen • ■ — sen_L_L. 

1 2 

a sottraendo le medesime equazioni una dall' ul- 
tra, s'avrà 

^tang — — tang ~ J tang — s 
gen ■> ' ~-*sen ^. ' oos^sen— — 

2 2 2 2 



isen — ' ^ sen — ! L_ 

2 2 

Da un altro canto si ha 

sen ' ' . i +sen ' 
B 2 ' 2 

l-f-tang— tang— zr 



* sen — ' ' ' 



2 



a~\-h c 
sen .i-J.» cos — 

2 2 



sen 



i44 «fti«oirdxsvftiA 

sen — ' ' — a»n 
A B • 3 i 

8611 

_ fl fl ^ 

tea — ! ! — 

a 

tanir — ±=tanff — 

iJuQ(^ue , poictie tang — ^ ' ^ 

'a ■'a 

nvromo queste due equazioni 

tang_tang-. _ (r). 

C08 — 
2 

a—» . 

. ten 

tang^tai,g£=. ?L 

Ma — L« 

a 

Si posson dedurre formule siuiili d ali* equazio- 
ne (n) del n.° 2^^; e senza fare un calcolo nuovo, 
non si dovrà che cambiare i luti a^b^c ne' sup- 
plementi a due retti degli an^;;uli A,B, G, e 
questi angoli no' supplementi a duo retti dei 
medesimi lati. Jn tal maniera s'avranno immaa- 
unente quest' altre due equazioni 

A-B 

008 

a-^-b c 



ta„g_00t_=— _ (0 

008 ' 
2 
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sen . , . , 

' * sen — ! — 
- 2 

Queste quattro eqaasionì serviranno dunque a 
trovare direttamente, e senta il socoorso d' oii 
angolo sussidiàrio , i due angoli A , e B per 
messo dei dne lati opposti a, e h coW angolo 
oontenuto G, o questi due lati per. messo degli 
angoli opposti 9 e del terso lato. 

26. Avanti di terminare questa Memarìa io 
eredo di dover dir due parole del paragona dei 
triangoli sferici ai rettilinei. Prendendo 9 come 
si fa comunemente, il raggio della sfera per uni- 
tà» è chiaro ohe gli archi, i quali formano un 
triangolo sferico ) esprimono naturalmente degli 
angoli, di cui si trovano i seni, e i coseni nelle 
Tavole; se il raggio della sfera non è 1' unita, 
allora, per aver il valore angolare de' lati tlel 
triangolo, bisogna dividere il valore assoluto pel 
raggio. O05Ì , se ot, € 5 y soii le lunghezze asso- 
lute degli archi, che formano *un triangolo sfe- 
rico sulla superficie d' una sf^ra^ il cui raggio 

flia r » si avrà ^ , , per gli angoli corri- 

r r r 

spondenti a questi archi ; e siffatte quantità 
sono fjiielle, che bisognerà prendere per i lati, 
che abbiamo indicati per a,b.,c, supponendo ohe 
A, B , C siano gli angeli opposti agli archia»^., y 
nel proposto triangtilo . 

Ora, se il rai^'jio della sfera diventa infini^ 
tamonte grande, la sua superficie si cangia ia 
un piano, ed il triangolo sierico divìcii nìliili- 
neo. D'onde uo ìicgue che^ se nello ibruiule dei 

-CriangoU sferici si sostitoisean per tutto 

r r r 

10 



t4tf tEiaOBOMB^aiÀ 

in luogo di a^h, ohe in •eguito si supponjjté 
r infiaitemente grande» e ohe avendo ridotti 
in tene i seni» e eoseni di questi angoli» si v\* 
gettino i termini , ohe svanisoono per la tfuppo* 

siiione di Isosavromoil caso de* triangoli ret^ 
r 

ti! i nei 5 ne' quali a, €, y sono i lati, ed A» B, 0 
gli angoli opposti. 

E perciò , se V c o è un* eqnaaione' tf a i seni^ 
• coseni di e di A, B , Ci, si sostituirà 

per s«i «» ^ Vt+ » percos a , — + 

' — ^ i e per sen i» cos ^ » aenà^ oos e dei 

valori simili» cangiando ot in ^, r » « riducendo 
in serie seoondo le potense disoendenti di r» il 
«èe darà 

avremo per il triangolo rettilineQ l*eqoasioni^ 
Psso; imperooehò reqnatione Véo dà» moU 

OR. 

tiplicando per r"» P-f-^+ ^- + eo. =2 0» e fa^ 

oendo so» si ha Fsxo • 
r 

8i potrebbero di questa maniera dedurre lo 
regole della Trigonometria rettilinea d iU'oqiia- 
Mioni fondamentali della Trij^onomel ria sfrrica ; 
ma ciò non avrebbe altra utilizi che l'oserai- 
«io del calcolo, poi<diè ciò sarebbe dimostrare 
il semplice per il composto: noi ci contento- 
rem d'osservare che 1* equazione ft/) del n.° 17. 
somministra imniediatamente questa, cioè, cosA— 
sen B sen C — cos B oos G , o sivvero oos A =— ces 
(JB-^G)^ laonde A:=:3 D— B — G, cioè A + B 
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•^Cti^n, n essendo ì'anj^olo rollo; rhc è 
appunto la proprietà de* trianojoli rcttilinet. 

27. Adesso, se il ra^jrjo r della sfera, invece 
d'essere infinltaiiientc grande , è solanienre molto 
grande, il triangolo sferico non diventerh ret- 
tilineo ^ ma vi s'approssimerà tnoUissimo ; ed in 
questo gaso, ffiooomo gli angoli a 9 che cor* 
rispondono ^ a' lati , diventano pioeolisaimi , lo 
Tavole trif^onometrielte i>rdinarie non ofTri ran- 
no più una preoision sufficiente per il calcolo 
de' lati, e dejs^li angoli. V'è dunque allor del 
vantaggio a trattare i triang^oli sferici come se 
fossero rettilinei, avendo riguardo alla piccola 
correzione» che risulta, dalla lor dtfPerenaa • 

Il caso ^ di cui sì tratta , ha luogo soprattutto 
nel calcolo dei triangoli, ohe si formano sulla 
superficie della Terra per misurare un'arco di 
•Meridiano: in questi triangoli le quantità a ,€-r9^ 
son le lunghezie medesime dei labi» e f è il ra|(* 
gio della Terra. 

Per determinare la rorrejjione, di cui abbia- 
mo parlato, noi prenderem l'equazione (A) del 
n.°i49«he servo di fondainento- a tutta la Tri- 
goAOuietria sferica, e dà 

C08 A = » ■ ■ " «• > >m . 

sen^sonc 

Facciamo nel secondo membro le sostituzio- 
ni indicate qui sopra , ed arrestandoci ai ter- 
mini divisi perr*, avremo primieramente 



cosA=: ^ ^ 



MoUipli.vando il numeratore, e il denominatore 
della fra2ÌoQ0 per r% 0 fostitueado il fattore 



f 
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f*+y^ . , AIA' . 

i I ' in Juoffo del divisore l ■ i r , » ^ 
^ 2.3r* ^ 2. ór* 

àvreino^ trascurando i termini divisi per della 

potenze maggiori di r* , 

omAs ■ ' ' >"+ — - — — r-+ "TT — i 

• imoendo ' =so, l'angolo A divien l'angolo op 

r • ' . , 

posto ai iato et nel triangolo rettilineo * di cui 
a» 6» y sarebbero 1 iati 

Indiobiamo quest'angolo per A'i avrein 
dunque 

cosA^g ■ ■ ' " » 
a€y 

6 quindi 

fen A^ '^ .-. i 

4t r 

come abbiam veduto qui sopra (nJ r, o »)> e 
perciò , sostituendo questi^ valori ncU* equaiion 
precedente, essa diventerà 

. A, €ysenA'* 

eog Aasoos A ' ■ 

Ora 9 nel triangolo rettilineo» di cui et» y 
sono i lati , è visibile cbc -J- — n'esprime 

r area . Dun(^ue, se «* indica «post' area per 9» ot« 

tarreiuo - * 

. OsenA' 

oof A soos A • 

3r* 
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Di qui ne proviene ohe, nno ali* ft|i|kro88ÌiiniiÌo«> 
ne di quantità» o valori doli* ordine « • • 

£ sÌGCome cangiando il lato 01 in oy, Paii* 
gelo A Bi cangia in B,o G, se 8*indicberanne 
parimente per B'» e gli angoli opposti ai lati 
€,*e r nel triangolo rettilineof, nvremo egual* 
mente 




3r* 

poiché la quantità 6, eguale all' aFCa del trian- 
golo rettilineo, è una funzione, che dipende 
«trualuiente da' tre lati oc, y di modo eh.* 
essa non cangia punto facendo fra queste quan*» 
tita tutti i cangiamenti, o perni utaj&ioni, che si 
vorranno . 

Dunque, allorcliè si ha un triangolo sferico 
segnato sulla superficie d'una sfera ^ il cui rag- 
gio r è grandissimo , se si forma un triangolo 
rettilineo, i cui lati abbiano la stessa lunghezza 
di quelli del triangolo sferico, gli angoli di 
questo saranno eguali agli angoli corrispondenti 
del triangolo rettilineo , accresciuti ciascuno 

della quantità » 9 essendo r«reà del tviiul* 

Solo rettilineo, e procurando di ridurre il valore 
i questa quantità ad angoli, cioè) prendendo 
per unità r angolo» ohe oerrisponde ali* aroo 
«guale al raggio. 



iSe TRiooiroiiBTaiA 

2^. Se si aggiungono insieme le Ire cq^uafloni 

«•ottiene A+B+C=A'+B'+Q'+-^-.«* 

A sa che A'+B +C'=:2D, D essendo Fan- 
^lo retto } dunque avremo 

^JL=:A + B + C — 2D. 

Si può dunque concliiudere che sottraendo 
da ciascun anfroìo del trianj^olo sferico il terzo 
dellN-ccesso della sonnua de' suoi tre angoli SU 
due retti, avremo i tic angoli del triangolo ret- 
tilineo, i oui lati saranno eguali in lunghesaa 
a quelli del ti iaufiulo sferice . Ciosì potremo trat- 
tare questo triangolo eome nn triangolo retti- 
lineo, ed i resultati saranno esatti sino ali ap- 
prossimazioa che comportano le quantità dell ordi- 



1 

Sie 



Onesto bel Teorema è dovuto & Legendn , 
che IMia dato in primo luogo senza diniortraiio- 
ne nelle 3J emorie dell' Aceadcniia delle ScienBC 
deli' anno 1787 , e ehe 1* ha poi dÌBKistrato in un 
iikmìo poeo diverso dal procedente nella sua ^6- 
1 t...Ar^ Al Atàé^-mmtnar ìa lunirbesBa del 



mona 



poeu uivciDw u»i ~- 

sul metodo di determinar la lungbesaa del 
quadrante di Meridiano. Siccome può essere d'u- 
na u lande utilità per tutti i casi, in om dobbia. 
11,0 cakolav dV triangoli sferici poco diflerenti 
dai triangoli rettilinei, noi abbiamo creduto che 
sarebbe stato molto gradito ^oì ritrovarlo . 
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PARALELLI 

* 

DJBIiLE T&tG.ONOM£TRI£ 



i.La Piramide tetrmèdra ÌBeriUihìle in na 

Cono retto, ossia co' tre lati o spigoU eguali, o 
colle tre /accie equicniri , è il fu ad a mento, sa 
oni riposa I ntf a la Dottrina Trigonometrica . Da 
eifFatta Piramide nascon le formule conducenti a 
risolvere tutti i casi dei Triangoli sferici, e cam- 
biatasi la medesima, come suo ultimo limite, in 
Prisma retto souuuinistra per coro//tì rio quelle, da 
cui dipender T analisi dei Triancroli rettilìnei. 
finalizzati che siano i Triangoli sferici ^ non pre- 
sentano nessuna nuova difficoltà i Poligoni pari- 
mente non altrimenti che i rettilinei , di 
modo eoe tutta la Poligonografia 5 e Poligonome- 
tria 8Ì sfèrìea ohe wttìliMa dipendono aifalto dal- 
la già detta Piramide triangolare. 

^ 2. Perohè il Priaoipio a' una Soienaa , o Ar- 
te sia unico » egli debb'eegere talmente olassioo» 
e generale ohe abbracci tutti i Principj seco»» 
dar) come altrettaritè sue applicasioni » o deriva* 
cioni particolari . Parlando perciò di Trìgonome* 
tria si fa manifesto che il Principio onioa» e 
oniversale, su cui fondarla, non solamente debba 
prender di mira i Triangoli sferici , de* quali sono 
«n caso speciale i retiUineii ma re ferirai oltracciò 
ai Triangoli tton^o/i in vece dei rettangoli^ 
come quelli, iaeiù 8Ì convertono t primi cam- 
biandosi u;io^ o pili angoli <^Uqui in angoli ret" 
$i. Fa ancor di mestieri cbe si partaoodairiste' 
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go Princìpio tutto le Formule, ed Equazioni si 
hinomie come trinornie , le quali abbracciano tutti 
i casi possibili delia risoluzione di quei Trian- 
jioli, compresavi la misura ri eli* aree loro; ma ol- 
trediciò ej» li è necessario chesiano conseguenze 
del Principio medesimo tutte quelle sintetiche, 
ed aiialiti('ho verità, che nella dottrina de'Trian- 
{foli , e de' Poligoni i Matematici discopersero in 
varj teuipi , ed usar^nle nelle diverse ricerche 
spettanti ali* Astronomia sl'ericii» o iia.utica, alla 
G-€o^ rafia , e Geodesia . 

3. Riesce assai facile concepire ohe nello 
accennate Piramidi ietraèdre , o Triangoli jpt« 
raoiidafci che voglian dirsi ( suggeriti dalla Na^ 
tura nei pia aemplici desìi elementi delle so^ 
itanse oristalliiaate, e eoi modo stesso eh' eli* 
•ffre r esempio delle FéluU nelle figure de' se- 
mi » o legumi oooleari dei Trifogli, eoi i Bo- 
tanici danno il nome di Miedicago tcmatu» ba- 
llato , e turkumta)^ i tre angoli al vertioe, ohe 
ositi JÀniMiQ l'angolo solido 9 son misurati, o 
rappresentati dai tre arohi di Circoli massimi 
d'una Sfera» il cui centro sia collocato nel detto 
vertice, méntre le inclinaaioni delle tre /accie, 
o piani triangolari , sono la cosa 4nedesima dei 
tre angoli formati dai piani di quei tre archi, 
che determinano» o oircoscrivono un Triangolo 
sferico . 

4. Segue immantinenti da ciò che in virtìi 
della Teoria degli angoli solidi un lato qualun- 
que di Triangolo sferico deo^^ia sempr' esser mi- 
nore, come ne^ rettilinei , della somma dejt^li altri 
due rimanenti, e che la somma di tutti tre sia 
sempre minore d* un* intera circonferenza, va«» 
lendo ristesso anco riguardo al perimetro d' un 
convesso VoW^rono sferico . Stando t'eru a la baso 
della Piramide, più che no sceuii Taltezza, più 
s* accosta al valore di sei angoli rstti 1* insieme 
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dei tre angoli del Triangolo sferico; limite nutS' 
Simo 9 cui non arrivan giauimai , perchè allofmil 
Triangolo diventa Emisfero: più eh© Paltecza 
n' aumenti , avvicinaosì i tre detti angoli a ugua*^ 
gliar quelli d^lle tre faccié del Prisma ref^o, cioè 
alla JoifUM di due soli angoli retti'fUnùté mìnimo» 
ed ultimo 9 che compete altfiuir solo de' Triangoli 
rerii/ml. Dunque ^li estremi» tra cniracchiudoosi 
tutti i possibili Triangoli Mferiei » sono una Superfi- 
cie emisferica da une parte, e dall* opposta un 
Triangolo rsl^lnso: la S4ala progressiva de'Trian* 
geli i^rkt comincia subito dopo dell' Eni isiero, 
e per innuoiCTOvoli gradì procede sino ali* altro 
confine estremo, ch'è sempre un rcf^iZinco Trian- 
golo: tra i Vi. angoli Tetti , ed i il. (entrambi 
esclusivamente) si distende la iomma degli angoli 
delle varie infinite combinasioni dei Iati de' 
Triangoli sferici ; ed ecco come i ii. retti , ulti- 
mo, ed unico limite rimanente, non possono che 
appartenere alla somma ( perciò sempre costante) 
dei tre angoli d'un Triangolo rettilineo di qua- 
hmque specie egli sia. E così a scanso di consi- 
derare, coni' altri han futfo, i Triangoli retti^ 
linei sotto sembianza di 'iiiungoli sferici inlini- 
tesimi, restiin quelli sempre finiti^ e determi- 
nati dalla base invariabile delle Piramidi, che 
cambiali solo d'altezza sino a convertirsi alla fino 
nel Prisma . Le quali Piramidi, anco che fosser 
fornite dilati o spigoli diseguali , contuttociò 
coi tre angoli al vertice, e le vicendevoli incli- 
nazioni de' piUni delie lor f accie simbolegge^ 
rebbero sempre dei Triangoli sferici» i cui lati, 
n pari dei r^^ti/inei, segnano il più corto cammino 
da punto a punto sopra la Siéra, e paragonati eo« 
suunqoe insieme due a due , per sugge rimenl# 
dell* ordinaria dottrina elementare degli angoli 
jaUdif^ kàn parimenti la lor differensa minom 
del terio lato . 



IÓ6 TAl'ceJNrOMiT&IA 

5. Ne niJifica tampoco peravventcìra-ai Trian- 
goli sferici appellali sinnetrici la coincidenza 
scambievole tutte le volte che soprappongansi 
acconciamente, malgrado ciò che sin qui s' è 
creduto a differenia dei réttUinei . Non anssiste 
neppur recoestobe che dati tre angoli d' oa 
Triangolo sferico s' arrivi a conoscerne* i lati » 
laddove per il contrario si giunga a detei^mi- 
name nei rettilinei il loro solo rapporto. Con* 
ciossiaohè, quanto all' nltimo punto didisore- 
|iansa supposta , ognun vede che sensa la cogni- 
zione della luii^rhessa assoluta almeno d' un lato 
di Triangolo sferico non può mai conseguirsi 
dal valor noto dei suoi tre angoli se non oho 
la lungbesca relatiifa dei lati appartenenti ad 
una serie infinita di Triangoli sferici simili , i 
quali jriaoriiono sopra ìnnumerabili superfìcie di 
Ht'erc < oncentri(;he 5 di rajigio o «randezza ì«- 
determinata , siccdine avviene 1' islesso ne' ret» 
linei. Edin proposito <lel la coincidenza per soprap* 
posizione , nel modo appmi^oche si rivoltano i ref- 
tiitnei simmetrici pcn.'hè .si combinino esattamcnl e, 
così rivoltali dne sferici^ ed affacciato le loro con- 
vessità respettive , fion v' è atomo degli innuinora» 
bili archi omo/o^Ai éjiijali , in cui può immau inai'si 
sciolta, come se no fosse tessuta per dritto e pfrr tra- 
verso, l'area dell'uno e dell'altro, che f'acendc> 
destramente girare lungo iì disleso degli archi 
«tossi un concesso mobile sull* altro luioiobile , non - 
ri s'adatti a vicenda , e perfettamente combaci in 
virtù di soprapposÌMoncKk^M simultanea, ma sì^o^ 
cessina . 

6. Nulla inoentrasi dunque nel partt/e/lo dei 
Triangoli sferici , e rettilbui , che rompa la lovo 
flatnrale affinità » e- cognasione ; ambidue fanno 
parte delle stesso genere , o classe e se giovi il 
dirlo « dell* ist essa famiglia-, sono ami i rettilinei 
una varietà delli sferici; il {«assaggio dagli uni ^ 
agli altri non è nemmen la^iiario, ma segoitaada 
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Ift le^ge ili continuità dai primi si prooede ai «c- 
Condi in quella foggia medesima che dalle rette 
convergenti» o divergenti »ì passa aU*equidi« 
stanti* 

7. Tutto ciò presappostO) la Piramide trian- 
golaret j^ualonque siasi Triangolo oh' ali' abbia 
per base» suggerisce im mediataménte i due iaoi* 
lissimì Teoremi elementari ^ che seguono, nei quali 
c riposta in sostanza la souima dello Gose Trigo* 
nouietriche • 

XCOBXUA t, 

8. I seni degli angoli al vertice di ciascuna 
faccia della Piramide triangolare stanno tra loro 
conio i Seni degli angoli, o inclinazioni opposte 
de'piani dell'altre rimanenti due/accie (Fijjr.a 

Preso a piacimento il yiimto E in un de' lati 
della Piramide IJEG F . « condotta da quello la 
perpendicolare EO al piano della faccia opposta 
CrlIFySedal punto d'incontro O conducansi le 
perpendicolari OI| OPagli altri due lati DGr» DF» . 
e poscia le rette £P*, £1» son queste, pei* gli 
JEUmenti di Geometria, perpendicolari tfespettivii- 
mente ancor ffase ai due medesimi lati . dunque 
gli angoli £10» £P0 determinano le ìncìinasio* 

ni delle /accie adiacenti • e i loro seni sono — , .—-9 
^ ìùi EP 

uali stanno come EP: ET, cioè 5 come il seno 
eir angolo EDF : seno dell'angolo EDG. Que- 
sta proporzione è P origine di tutte V Equazioni 
hinmnie Trigonomètriche ira IV. parti 5 o elementi 
d* ogni Triangolo , cioè delP Equaaioni piìi sem* 
plioi , cui possa immediatamente applicarsi «il 
Caleolo logaritmico . £ se U Piramide sia equi- 
«rure , gli uni , e gli altri seni staa sempre come 
I' «u-ee delle sue facete . 
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p. Tutte poi rEqoasiont trinomie TriffOtlo» 
metrìehetralV.^eànoo V. elemBnti dì qualuncfiio 
Tri«fijrolo,o jA^'w^o^o rettiliiMO, «a qron od ili la con- 
tiderttsìone dei 50711 insieme» e coseni defu^Vi angoli al 
vertice, e delle fiMÌé dell» Piramide ; e sort 
quelle appanfo, che per appliearvi i logarìtnu 
han Insogno dell* introdaftiooe miéUata d* archi ^ 
oanproli susìidiarf. 

Difatti, so in vece d\ EP, Bt, ado|!>rate nét 
ytH^'tato Teorema^ s*adoperin ora l'altre due retto 
OP, or, essendo rpic^?te rospef tiv:imenl e e«?presse 
mediante EP moltiplicata per il coy^nodell'a nugola 
delle dne faccie al comune spigolo ^ o lato OP , ed 
ET moìtipìicatH per \\ coseno doAV anpjolo delle dne 
facete a\ comnne spigolo ^ o lato OG- , sappiamo che 
trasformandosi la Pi rami ile in Prisma-retto, la 
loro diventerebbe? etìrnalea Prjr, d^on de pro- 
viene la formu trìnomia dell* Eqnazìone. Esponen- 
dosi dunque adesso, ed in sejifnlto, i lati del Trian- 
fro]o pera^b yC ,G gli angoli opposti , per A, R, O, 
e trovata la forma dell' liquazione suorojerita dal 
limite ; questa, sostituitivi i nuovi simholi , è sen ed 
«en^coaC-f'sen eeotB, o sivvero, a motivo dei 
spigoli nel detto /enHl# paralelli, l* cquipollento 
più generale cos^rnia^cos^flen^ooaG+sen e 
eofB» che di conferma verificandola eoli*applì carta 
al tfojo speciale» in cui P angolo B fesse rette» Im- 
perocché PEqoaiioneconvertest allora nella pro- 
porzione geometrica 1 « ooaG * l t«ng& ; tanga; e 
tale debb' essere, perchè EP : PO : : BBE >aM(ca- 
de^do per la fatta ipotesi O in G-)C Itang £DM 
^^tangGDM; *tang& l tangAocoie sopra. 

ic. Il' Equazione classica frfuo/Tzea/e , ossia 14 
relasiono cattolioa ttf. V« eUmmik de' Triangoli» 
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«slie fanno il soggetto delle due Trigonometrie» 
è la già in ultimo derivata siatetioamente dalla 
Piramide, e<l e V anico tronco di tutta la Sciensa» 

da cui procedono come rami, più o men vicini 
all'origine, Taltre Equazioni alV. elementi^ che 
o via di sostituzioni in virtù del 1.° Teorema^ 
o por messo de* noti Triangoli suppUmentari ^ o 
polari 9 o per altri artificj,e sussidj analitici condu* 
cono a diverse formule^ e analogie. Eccone, in ordi- 
ne alla successione lor naturale, il pin adeguato 
Prospetto. 

l.a cosi san <7 — rosasen h cos C-|-scn ccos B 
1 J.a cos c n sen b sen a cos C -f- cos b cos a 
1 1 1 .a i:ot ^ sen a = oot B sen C -j- cos a cos G 
1 V.a cos G = sen B sen A cos c cos B cos A . 

IV.* di queste Eqiia7Ìoni trinomìee un'aperta 
replica della II.» adattata al Triari'rolo supple- 
mentare: alla IJ.a e alla IJl.* (cioè alle cardinali 
Equazioni 'ii De Giia , Mauduit, Euler , ec. ) si 
l^iunge mercè della 1.» siiJìitnohè unitamente 
al I. Teorema (o sivveio all' Equazione hinomia) 
pongansi in uso Je solile familiari sostituzioni. 
Ban diin(|ue siffatte Formulo la proprietà di 
contenere in se wtualnunte la fora» riunita 
d'entmmbi i Ttoiroìm^ onde soddisfitre alla solu- 
«ione di totii i VI. oasi diversi possibili delle 
varie oombinaaioni ( ohe in generale non sareb- 
faer meno di XV.; de' quadernari delle VI. parti, 
o tlementi de'Trìan|^li obliquangoli sferici • £ 
quando d* oèliquangoli in genere si traformin essi 
in rettangoli, o da lor dipendenti, provengono 
dalie già soritto(cb'è quanto dir da una sola) 
le Formule binomiali^ che abbracciano intera 
l'anblisi de' Vi. ean spettanti ai Triangoli rei* 
iangoU sferici . Esse sono 



l6o TAiaetf oii«ir«t A 

I (B angolo r#llo) cot b = cot « oos G (I .« ) 
2»« f G a ngolo relto) oos ess oog 6 oo9 a fi T. « ) 

o.a ( ) cotBrrcot ^ seri a (I [].a) 

4.» ( idem ) cos c = oot BcotA (1V#« ) 
5.* ( A retto ) oosGs^en Aco0 0=9eQBooM(lV.i) 

.... 2 8011 «oo9^ gon/x, 

» i li angolo retto^ sente . ( i .a 2.» 5.a ). 

cosaseli Aou^c seri A 

CSI sempliulzzano pe' i hiret t angoli ^oà altrettali, 
» senza inai ledere per avventura la naturale de-. 
rivazione analitioa <lei casi <?einplici dai composti. 
Scaturisooii difatti le stesse Formule da quella 
Piramide medesiina trianjjjolare contemplata sin 
òti principio, e ciò tajjrliaiidola mediante il piano 
DRO, che dividerebbe il Triangolo obliquangolo 
ne* due adiacenti rettangoli, 

li. Seuruitaiido l'ordino divisato pasnamo 
ai Triangoli rettUinei Miquangoli , oho sono il 
liimie dolTi sferici. Tutta la loro analisi è oonto« 
ìDQta nel limite del Teorema I.^, che somministra 

1' EqnaBton Cinofilia Mmmetriea ■ ^ ■ — - — = 

, . sen A sen B 

, e neir altro linuie del Teorema 1I.% ohe 



sen G 

dà la Formala trìnomiale dì Garnot» oomprenden- 
te T« elementi, applicabile ancora ai Poligoni 
(piani o nò) , ed ai Polièdri egoalmente » ohiaman-* 
00 lati le loro facete » Qaesta Pormola classica , ed 
unica per tatti gli nsi» e oombinasioni della 
Triffonometria rettilinea consiste noli* £quazio- 
ne Fondamentale, ossia prima ^ e generatrice di 
tiolte 1* altre da lei deri/oate « segnata nel nom."* 
•oteeedeiite 9 cioè 9 

. 0r:frcosG-4-rcosB (T.«) 
^=acosC+coo8 A • 
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Béaton queste allo scioglimento de* IV. casi dei 
Triangoli obliquangoli senza bisogno di spartirli 
in rettangoli'^ ne dee recar meraviglia che sien 
JV. soli invece de* VI. concernenti gli sferici. 
Perchè nel limite considerato della Piramide 
mutata in Prisma tra i dati contandosi o due an- 
goli, o tre, le due combinaeioni costituiscono qui 
un caso solo; e similmente avendosi un lato, e 
due angoli , e questi o adiacenti ,o un adiacente , 
© r<iltro opposto, metton in essere un solocajo; 
cosicché dai VI. degli sferici venendo/ie esclusi 
IT. , rimangon utili XV. pei rettilinei . E ciò nasce 
dal limite dell'area dèi Triangoli sfidici» la 
quale , in virtù del noto Teorema, flintetioo di Ci» 
rard » e Oa velieri, essendo A -f B-)- G — 2 D (rap- 
presenta D V angolo rettù}^ si ùl eguale a »eró nel 
limite snddivisato , che simboleggiando i rettUif 
nei d*ogni specie ^ corrispondenti agli 5/eru;i d'ogni' 
sorte, manifesta sempre costante 9 ed eguale a due 
retti la sfmma dei tre angoli de* rettilinei Trian- 
goli anco simili al limite 9 e perciò di qualunque 
grandesaa finita. 

Quando poi prendesse -piacere dall' £qQaaio« 
le de* V. elementi procedere a quella parimente 
universale de* IV., come nel precitato nuro^'lo» 
farebbe mestieri cercare il limite dell'Equazioni 
H.* e III.» dei Triangoli sferici; imperocché 
dalla prima otterrebhesi la Formula cattolica 
irinonùale, dali* altra la binomiale. Difatti dodu- 

cesi dalla per limite 1— ^ ^ cos C3 -j^ ^1 — — ^ 



ovvero 



a*acosC=i*+a*— (T.«) 

ahccosAz=b^Xc^^a^ (ll.«)\e. .1,^ 

2«ccos B=a»+#»-.*' ^^jy^j) simmetriche, 

It 
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ohe sono V elementare Euclide , e sommate duo 
a due j^eneran l'altro disopra, composte di V. 
elementi; dì modo che queste si risolvono in 
quelle . Così, per esempio, unite la r.« , e la Ifl." 
aanno '2 a ( ^cos C -j-coos B ) n:2a* , cioè a=A 
eosC-^ccos B. Ed d limite delibili.* del si^d- 

detto naia** io. offre imniediataaieate ^s^^^JS 

h seaJI 

a* a 

sen C-|-»(i )ooiC, o sivvero- 8enB=:sea 

2 • è 

(B+G)^— oosGten B=:8ea A— -^-cofCsoaB 

zrsen A ; Hnómidlé riconfermata di tutti i Trian- 
goli coir unico soccorso diretto del Teorema cele» 
bre di Tolomeo, rtso^uardante i Quadrilateri in- 
«critti nel Circolo. Secruono finalmente le For- 
mnìp competenti al particolare dei Triangoli 
rettilinei rettangoli, e 8oa XV. pe'i iV. casi pos- 
sibili • 9 

Posto B angolo retto 

DalUT.«ay.«[#BMfftia=^co6G fi ») 

I.« azxhsen A (2.» ) perchè G-f-^^^D 

I.a e TIL* a=:ctangA (3.» ) 

( come sopra) a=c cot G (4.* ) p«r rittcMomotìTo» 

12. A scanso di ricorrere ai limiti 9 come 
nel II.* rscrema, l'Equazion trimmia IL* (na- 
mero 10) dominatrice di tutta intera la Tri- 

Sonometria » perche contenuta nelle vìscere 
ella lA^ e dietro jiUa quale Goudin rintracciò 
]* intima dipendensa della medesima collegata 
coir Ellisse conica d* Apollonio , senza però dar- 
ne le prove (che si leo^p^ono nel 1JI.° Teorema 
delja Memoria^ di cui questa è l'estratto), può 
ricavarsi aj^evolmenfe dallo sviluppo in piano del- 
le tre /accie della Pi ramide ( F Oa , F D E , E DGr ), 
stando alia Fig.» l^S. delia Tuv.^iX. dei l.o Vo- 
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lume. Imperciocché, se nel Quadrilatero birettan- 
golo SAOC conducasi ddì punto A la perpendi- 
colare a se, ed altra a CO, è chiaro che SC=S 

SA COI CSA 4" AO sea CSA , laonde HI =: cos G 

AB' 

^ se — SA cos CSA _ SO _SA r«fiA-- 
AB'senGSA fiìF "^^^-^^ 



cos CSB^^~ ros A SB^ aoa CSA _ oos r — cos a cos b 

«e^AbB'senCtìA senasen» ' 

Eqaa2Ìone cospicua, perobè primitiva quanto 
1 altra del Tsnangola piramidale ortogonio , la 
quale non solamente ha ^ev limite V ipotenusa di 
Pitagora, ma ol tredici© eontiene in se stessa il 
principio, mercè dì cui l'Analisi alffebrica ha 
potuto poggiar tant'alto da conseguir la For- 
niula universale per la misura di tutte le Super- 
noie curve possiiìiJi, ' 

i3. Del rimanente i paralelli delle due Tri o o- 
nometrie si manifestano tanto cofSiosi che, ome^ 
tenao ai^ notar quelli illustrati da Jjagranse , ed 
altri .ns.Kn. Aiia]i.ti. gioverà Ìnt«itte«eS« per 
poco ne 1 atfaooi«rttì,.loommenovTL«ebbon^o. 

d «ccoido elle conosciote dottrine. 

In primo luogo la normale EO pel caso del 
Prisnia-retto (o Triangolo w«i«n«<,f dietro alla 
«corta degli Elen^»ti Geometrici si « ^ 



2 2 > ^ 



a • 



cH* è iiftòe appunto della normale della Pirauiid© 
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(o Trian^ofo{^«rM^) rappresentàto dalV osprefsio- 
ne canonica 



V(-^)p-^)("°^)(-'°^)' 



sen a 



e serve allo sparli mento indiretto dei Triangoli 
ambligonj j g ossigonj nei dae rettangoli correspet- 
tivi . Quindi è che l'area d*un Triangolo rettili' 
Reo venendo ad essere, in virtù della det ta ospres- 

iione 9= T V(tf-|-^-[-cj(a-t-*— <Jj(tf+c— ^)(c-|-*— a) 

htt il «no paralello correspottivo come /imif« a di 

(a4-^4-c) (fl+<^r-^) (c+^fl) 

sena» ed ^ ' » . — 

2 S S % 

HmtltpafimaaM dif gea »^ Usen— U 1 

^aLa^+^"^^)(— '^^"" ') » torna a dif» 

EO perpendicolare sulla faccia del Prisma, 2 iwtttt 
della perpendicolar sulla faccia della Pirtmide* 
Non altrimenti da questo facile IMfaMlO, cho 
non rilevasi con tanta chiarezza dallo Formolo 
tisouardanti 1' area de' Triangoli sferm dato da 
Laerano^e , e I.liuillier, luoidittima sorgo anoora 
la corrispondenza di tutta rAgrimonsura sferra, 
e piana , specialmente riposta nolla dimcnsion del- 
le superficie dei Trapezi sferko, e /«««••^"^ 
r espressione doUa misttralì doli» ultimo ( p08te€, 
Y le basi, A r altoasa) vion dalla Formula gono- 



seni — 1 



cos 



• 
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mire-=s£dl2I. é: , ohe dk la mitoa evidente del 

primo . Son parimente delle segaenti Formule,^ 
conosciutissime daiOeometrit le feconde j^tdéUh 
e /imki «delle prime: 
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14. Potrebbesi con tutt'agio spinger pra- 
oltre questo sagji;io de paralelli tra le due cate- 
gorie di Trian«?oìi . L' ultimo dei precedenti, cho 
si riporta alla Furuiula elegantissima di Legen- 
dcG, abbractfia^anoo 1* altra di Lagrange rovesciane 

dola ia — ^ — ssootiS» fiooome cMa dagli 
tangiZ , 

Elementi . DI siffatte espressioni Tri^aometri* 
cbeiaappateasa disparate» e difformi seneeon- 
taa molt' altre, ohe poste a cimento del Galoolo 
fcorgonsl poscia plenameiite concordi. Un esenipio 

di tale identità , e sinonomia (se cosi possa dirsi) 

. , ^ csenA 

lo mostra la Formula tang C =■ ■ ' ^ = 

€8en(B-\-r) rjij..^^ li rettilinei . Im- 

>+ccos^B + C) 

.perocché non solamente eq^uÌTale a ciucila del 

sen G * 

Teorema I."" essendo =: tang G , d*onde nasc^ 

oosG 

J sen C — c [cos C sèn ( B+G ) — sen G oos (B-f C ) ] 
=; c sen [ (B-j-C)— C } zzo sen B , ma di più ha nei 
suo grembo nascosto il modello dèi CMiomNeperio' 
ni. Ed il vero, sciogliendosi tang G in tan|^ 

t (B 4- _ (B - C)T c sen (B + C) 
~a ^ + ccos(B-fG) 

ponnltimo paraUUo del num.** 1 3., questa espres* 
sione , a motivo di sen (B+G )=sen A, diventa 

^^^^^ come sopra. 'V Astronomia sferìcm 

h^G CUH A 

affaccia pirecchì e /ansio/li, e la Geometria diver- 
se serie di Lambert , J eaaraty Landen, gc, che tran- 
ne la differenza della loro couiposiaione, e sem- 
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bianza sono intimamente le stesse, e meriterei^ 
baro d'esser segnate in catalogo, come s'usa 
nei Dizionari per i sinonimi d«lle Lingue . 

l5. E bensì da notarsi che avanti di ciò 
converrebbe dimostrar certe Formuic indubitaf e, 
che son tuttaria mancanti di prova. Celebra- 
tissima è quella prodotta da Legendre dell'area 
Sd'un Triangolo rc«i/i/ico eguale ads(a^ — 
96a A sen B . , ^ 

" sen (A--B) ' V»*»** equivale <in virtù del Tsors- 

ma I ad j- ^ +^^" ^>^^^" ^ - Ti ) _ 

sen(A— ii> 

^ (sen*A— 86n*B) _ ^^^ (^ cos gì?— j cosa A) _ 
sen(A — B) ' scii(A— B)" 

[sen(4+B)sen(A-^B) ] 
T iea(A^B) = T ' '"'^ 

— . sen G, oom*è noto d' altronde* *• 

Restava tuttavia daprovarsi il Teorema pi-e- 
gevohssinio datoci da Camots ^ è quello che 
la somma delle tre rette, che vadano #ii vertici 
degli angoli di qualunquesiasi Triangolo retti- 
hneo condotte dal punto d'incontro coni une delle 
tre normali ai suoi lati partitesi dai medesimi 
vertici uguagli l'insieme dei due diametri d^l 
Circolo circoscritto, ed inscritto in esso Trian- 
golo . Dalla considerazione dei Jll. Quadrilateri 
»irettangoli, in cui resta spartito il Triangolo, 
rilevasi tosto che quelle tre distanze rflifia/i riu- 
nite s'esprimono dalla vaghissiuia Formula 2II 
( cos A -f cosB-f cosC), fosto R il raggio del 
Circolo circoscritiOf'Pei altra xmrtc si sa che cos A 

+ COs B + oosC=X+^, stando r per il ra^^z> 
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éfì CSeroUo inscriitQ . Dunque il M^eeiVAto dell» 



sR-l-ar» a lenso appunto del nuore TeórmA. 
Soaturiioe di qai» e fegaatamento daU*£quasio- 

ne ji*R(cQsA+mB^ooeG)=:d R4* 9r» la 

firopuetà.trìgonometrico-geometrioa non avrer- 
ita sinora tavvenjiirachè lucidissima, e generale» 
cioè : 9, In ogni Triangolo rettilineo sta il Raggm- 
„ dei Gii*colo eireoscritto a quel dell' merlile 
M come il Sena-tutto alla diwrenia tra la soin- 
99 ma dei Coséni de' suoi tre angeli » ed il^iie-^i»l- 
,f medesimo M • 

In proposito della quale eirseisrnieiie » e 
fnfmuoiis giova suocintamente soggiungere un 
altro manimtissimo paraUlio • che nellà Piramide 
fi eontAmpla tra le serie infinite d' alcuni parli* 
oolari Triangoli i/#ric£^orst<iifiMÌ* Se difatti una 
faccia della Piramide si sapponga passare per un 
de'dMmalft del Circolo circoscritto alla base, la 
•eparasione dei Triangoli sfrrìoi in due equicruri 
va del pari <;on qneua dei sottoposti rettilinei 
ortogoni Ael Prisma ; Pareo numUm ( nell'ipotesi 
di due lati dati) si corrispondono parimente; il 
maggior angolo, come nell' ortof omo , si fa egua- 
le alla somma dei due rimanenti ; e finalmente 
vi si trova Torigine vera non tanto dell' Equasio* 

ne sei^* ^ := sen* ^ 4- sen^ 1. nascente da (a senj^^a 

= (2 sen)* § ( 2 sen )* è c , o sivvero Cord.* a =: 

Cord.* Cord.* o, non meno che si parificano le 
condizioni del maximum di superficie sì dei Poli- 
goni sferici^ e rettilinei isoperimetri, sì delle so- 
lidità delle sferiche y e piane Pirauiidì, sì delle 
^randezse oorrespettive degli Angoli ìqIìM . 



ire mentbvate distanxe è 2 R 
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16. Ella è dunque la Trigonometria rettilinea 
un caso particolar della sferica, ed un immediato 
di lei semplicissimo (;oro//ario. Qualora , dopo le co- 
so premesse^Testasse alcun dubbio sopra ^uest' inti- 
ma iriotondovole affinità a totti gli effetti delle doe 
lino aq ora distiate dottrine» e perchè risalti viepiù 
la sorgente oonone deU' una e dell'altra » che ri- 
diede in qnella jparte medesima della Stereoma» 
tria, da eoi Hany non ha guari di tempo attinse 
r analisi géométriea dei GristaUi , non sarà discaro 
jfamarsi alcun poco sul paragone d*an Trian|^olo 
sferico piccolissimo , e d,el rtttìlìn^o che abbia 1 tre 
iati egualmente lunghi di quelli del primo . Fd 
nel ]it.DCC«uaxvii. che a ffran vantaggio della 
dimensione geografica degji archi de* Merié&ani 
terrestri» e del nuovo Ristorna motrico deli' Impero 
Francese» ii qual dipendeva da quell'esatta mi- 
sura, sorse a pubblica luce il Teorema prcstantis* 
si mordi Legendre, cbo stabilì i due suddetti Trian« 

Soli eguali tutte le volte che nel secondo ognuno 
e^li angoli si fàccia minore di ciascheduno del 
•primo quanto importa il terzo dell'eccedenza di 
tutti tre dello sferico su due retti. Diversamento 
da Delambre, e Lajirange pare che possa dedur- 
si ciò dal confronto delle due familiari Equazio- 
ni a scn B =: ^ sen A ^ sen (£ -{> G) nel rettilineo^ 

cosC^ a sonB = * sen (B-j-C) nello j/s^ 

rico , da cui resulta che il limite abbassasi , rispetto 
al valore de^li angoli ^ d'un ^a<^oi di più che 
riguardo a quello dei lati^ onde può ben sen«* 
errore farsi eguale su ciascun angolo la sparti- 

Sion dell' eooesso é » riducendoli ad -,B— ^ , 

C — nel loro ife/?cit» cosi tripartito ogualmenta 
a vicenda . ^ . ' 
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Soprattntto però dee far corona a tatti i 
j}arahlti già esposti , e spiegati la ooniidorasioncr 
anttchtsBima» che si perde n^ bojo dei Secoli 
scorsi, ed è che ffli archi di Cerchio, a proponio«> 
ne che crescoà di raggio, scemano di curvatura 9 
e s'accostano ad agguagliare le loro eorde. Quo* 
sta voriÀboR sentita dagli Architetti, non eh» 
dai Geometri di tutte T età, fece sì che nell'edi- 
ficasione dei Ponti eéniinaii sul tipo d' Ovali pa* 
lieéntriche^ per combinare ad nn tempo la loro 
f velteasa , e buon gusto , convenisse d^attondelè 
cautauiente o alla limitazione del raggio verso il 
colmo degli Archi , o a troncarli con qualche 
inganno al serraglio affine di coprirne il difetto . 
Harto Ioni meo Ammannati subito dopo la meta 
del Secolo xvi.° prescelse l' ultimo dei due par- 
titi nel rifa})bvicarsi del terzo Ponto sull'Arno 
a Firenze (a) . Avvengachè quello anteriore di 
Taddeo Gaddi del xiv.° Se«)(jlo serv^isse poscia 
d'esempio al Ponte di Norimberga, e a quei 
della Franeia , non ha l'altro avuto imitatore 
nessuno in Europa fuori della Toscana. Fa me- 
raviglia che accreditai issimo , com'egli è, ed è 
sempre stato tra i monumenti insigni delle Arti- 
Belle il Ponte di S. Trinità ^ non fossero ancora 
ben conosciute lo sue vere misure nel M.DCCC.fx/, 
e da moderno Scrittore si reputi costrutto di mu- 
ro alla ri/z/uia (en moellons) (^) , piuttostoohè lavo* 



(a) J modini^ la centina ^ le misure, e V istoria di 
(|nesto celebraiis^imo Ponu posson vederti mila Memoria 
in li fola la Della vera Curva defjjU Areld del Ponte a S» 
Trinità di Firenze Discorso geometrieo,Horieo . f^erona 
1809. f presso Molini , Landl , f C») . 

(b) Traile de la consti uclion des Ponts . Par M, 
Gauthey, Voi; 1. Lib. I.Set. U. pag. 23. 2i4- ^g- ^ >7* ^ 
della TaT. I . 
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ntodi canai (voussinrs) o pietra tauadraU . Non è 
reto tampoco' ohe il Ponte^Feeemo si» andante* 
manta copetto da Portici o Lo^p^ìe , nè eh* asista 
in snir Arno a Firania nn Ponte di marmo d' on 
arco solo con haUuutrate^A* architottara di Jfi- 



mo medesimo il Ponte di Rialto sul Canal-mag- 
gior di Venezia.» e precisamente del M.D.Lxxvuif 
laddove ogpnnn sa oheBtionarroti mo r\ nejM.D.L3Civ.» 
Panno a ffiorno medesimo che Galileo nacque in 
Pisa, e cbe qjb di Miehela^giolo , ne di P allodio ^ 
com* altri scrissero, fu opera la detta Fabbrica, 
ma di Jacopo da Ponte ^ che da lui n'ebbe , per 
Decretodel Veneto Senato , Tonorevol cognomOs 
a similitudiac dei Inondi Orologio • 
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NOTE 

AGU ELEMENTI DI GEOMETRIA 



NOTA I. 
Sopra alcuni nomi , e definizioni . 

Si sono introdotte in quest'Opera alovine espres» 
sioni» e definisioni nnove» ohe^ndono a dare 
più esattesca e precìsioho al linguaggio Geome- 
trico • Renderemo adesso contessa di questi can* 
giamenti, e ne proporremo alcun' altri, ohe po- 
trebbero soddisnre più compiutamente alle stesse 
yedut« . 

Nella definizione ordinaria del Paralello* 
grammo rettangolo o del quadrato si dice che gli 
angoli di queste Figure son retti ; sarebbe più 
esatto il dire che i loro angoli sono eguali • 
Perchè supporre che i quattro angoli d'un qua- 
drilatero possono esser retti , come pure che gli 
angoli retti sono eguali tra loro , è un supporre 
delle proposizioni 5 che hanno bisogno d'essere 
.dimostrate . Si eviterebbe quost' inconveniente , e 
molti altri del medesimo genere, se, in vece di 
porre le definizioni secondo l*uso alla testa d'un 
Libro, si distribuissero nel corso del Libro me- 
desimo ciascuna nel posto dove ciò, che la de- 
finizione suppone, sìa stato digià dimostrato . 

La parola Paralellog;rammo , secondo \à, sua 
etimologìa, significa Imm paraUUe ; questa pa- 
rola non conviene unlla più alla Figura di <|uat" 
tto lati cbe a quella di sei, di otto ecT, i di cui 
Iati oj postì fossero paralelli • La parola parali 

1 
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lepipedo 9Ìgnifioa phrimente piani paraleUi; <\ 
perciò non indicit nulla più il solido a sei face» 
ohe quelli» i quali n'i^yessero otto, dieci, ec. ^ 
di cui ic^i opposti foiMirei |^rale|U . SeiiKbrereb-» 
be dunque che le denominatiouni di par^Mlo^ 
grammo jt s pmiUlUpipedo , ohed* altronde hao^a 
1* inoon venien èe d* es s er k mgliissim e « dotvessera 
esser bandite dalla Geometria • Si potrebbero tk 
loro sostituire quella di rosi^.^ e rmàboide^ oho 
sono molto più comode e conservare it nome di 
losanga ^ quadrilatero» i di cai iati san tutti 
uguali. 

La parola iaolinazione dev* essere intesa nel 
medesimo senso di quella angolo; Tana e l'ali 
tro indioano la maniera d* essere di due linee» 
o di due piani, che s'incontrano, ovvero che 
rolunj^ati s'incontreranno. LM^cl illazione di 
ne linee è nulla allorché l'angolo è nuUo, vale 
a dire allorché le duo I nee son paralelle, o coin- 
cidenti . L' incìinuKione è la più grande allor- 
ché ranjrolo è il piìi grande, o allorché le duo 
linee fauno tra laro un angolo ottusissiuio . L& 
qualità di pendere e presa in un senso d iffcrente ;^ 
una linea pende tanto più sopra un'altra quanta 
ella si alloutaua pili dalla purpcndiculare a que-^ 
st* ultima . , 
JSUclub edt' altri Autori chiamano, spessa, 
triangoli eguali i triangoli » che non sono eguali 
se non che iu superficie ai.e saÙdi Mgaaìi i siSidi,^ 
ohe non sono eguali se non ohe in solidità. Ci, 
è parso più eonvenevole chiamar questi trianr 
goli^ o questi solidi i triangoli,, o solidi equim^ 
iMtip e <u riserhar la denoniioasione di triangoli 
oguaH, e jsiidì oguali a quelli , che piosson coin-t 
oidcre per soprappoiizione . 

Dipiù è oeeesaarip distinguer nei solidi ei 
superficie curve due specie U'egualitii» ohe sen. 
differenti / In effetto due solidi, due. angoli so- 
lidi « due tmngoli^ o poligoni sfiuri^i, p«iason os- 
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ter agniSH ìb fatte le loro parti eùifiifiieiit)!^ 
flonsa poter nuliadimeno cotaeiiieT per soprft]Hi 
posizione. Non sembra che quest'osservazione 
aia stata fatta nei Libri elomentari , e fvattaittto 
biso^iiìa aver ritardo a ccrfe dimostrazioni finn' 
date sopra la coincidenza delle Figure^ che non 
riescono esatte. Tali sono quelle dimostrazioni, 
in virtù delle quali molti Autori pretendono di 
provare l'egualità dei triangoli sferici nei me-» 
desimi casi e nella stessa maniera che quella dei 
triangoli rettilinei; soprattutto se ne vede un 
esempio mirabile allorché R oberto Simson (i) 
attaccandola dimostrazione della Prop. XXVITI. 
del Libro XI, d* JEuclide cade egli stesso nell'ina 
conveniente di fondar la sua aimo|trazione so« 
pra una coincidenza , che qpn esi8t*e . Si è dun* 
^iw creduto dì dover dare on noniQ partiookivè 
m> questa e§aagfli«nsa, ohe non port^ alià oefaiM 
oidensa; noi T abbiamo ohiamsta tf^ag/i#iMMi jer 
smimirìd; e le Figure , ohe sono in queste easo» 
le ebiaiDieiBO Figure Mtmrhietriché . 

Ciosi le. denomina^iom.' di Figure eguali » 
*Kgare sinvmetricbe , Figure equivalenti sì ra^ 
forteno • dielle cose diverse , e non deggion«» 
esser 'oeafusB in oaa sola denominesiène' eok 
flMMie . * 

Nelle Preposizioni pei obe riguardano i 
poligoni, gli angoli solidi, e i polièdri, abbiamo 
escluso quelli, i quali avessero angoli rientranti. 
Perchè, oltre alla rctnvenien za di limitarsi ne- 
gli Elementi alle Figure le piìi semplici^ se que^ 
st.a esclusione non avesse luogo, certe Proposi* 
zioni o non sarebbero vere, o avrebbero biso- 
gno di modificazione . Ci siamo dunque ristretti 
aUa oonsiderazion delie linee , e delle superiioie 



(i) Vedasi r Opera di quest^ Autore intitolata £uclidii 
Sl&mcntùriua Libri tex , etc* Glasgnae ) 
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che chiamiAino convessa ^ e cheson tali chenna li» 
aea retta non può tagliarle io più di due ponti. 

Abbiamo ifnpic}i;ata frequervremente 1* ospre8«> 
«ione prodotto di due^ o d*un più gran numero di 
linee, il quale s' infond»; i! prodotto dei nu- 
meri, cui respettivaiuente queste lineo sono 
ejfuali , valutandole secondo un' unita lineare 
presa a piacere. Il senso di questa espressione 
essendo fi -«sa to 5 non vi èalcuna dilfic»)ltk nell* usar- 
la. S'intenderà nella cnaniera uiedesiina ciò oho 
aignifìoa il prodotto d* una superficie per una 
linea, d'una superficie pei* un solido, ec; servo 
d'avere stabilito una volla fwr sempre cheque* 
sii prodotti sono, o debbon esser considerati co- 
wom prodotti di numeri , ciascun della specie 
ohe gli conviene. Q^ì il prodotto d'une toper* 
fiele per un» solido non è altre eoea ohe il pro- 
dotto d'un^oumero d'unita anperfioiarìe per ua 
numefo d'unità solide* 

Spesso pel discorso ci sérviamo della parola 
untolo per denotard il punto situato al suo ver^ 
tice: questa espressione è viaiosa . Sarebbe piò 
ehiaro, e più esatto esprìmere con un nome par- * 
ticolaro, r oTito quello àivmùoi, i punti situati 
alle cime de^^U angol i d* un poligono» e d' un polio* 
dro Ecco come si deve intendere la denomina- 
zione di verti€i^d*un poliidro^ di cui noi abbia- 
mo fatt' uso . 

Abbiauio oltracciò seguitata la definizione 
ordinaria di Figure rettilinee simili', ma noi os- 
serveremo ch'esse contengono tre condizioni su- 
perflua. Perchè, affino di costruire un poligono» 
il numero dei cui lati sia n, bisogna in primo 
luogo conoscere un lato, ed in scjxuito avere la 
posizione dei vertici degli angoli situati fuori di 
questo lato« Ora il numero di questi angoli è 
n-^ , e la BOStaione di ciascun vertice esige dna 
dati; dal ohe si vedo. ohe il nomeoro totale dei 
d«^ti neiisfsarj per costruire un poligono dl« 
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lafci è *l-Ì-«n— 4, ovvenu 211-^3 « Ifa ntì poligono 
' siintle VI è un lato a piaoere , e cosi il numero 
ideile cottdìsioni flooewarJe» perchè nn poligouo 
Dia simile a nn poligono dato, è 2ii«*4. Ora la 
defìoimione ordinaria esige i.^ che gli angoli 
flìen respèttivaitiente eguali» e vale a dire n 
^ildiiioni ; 2° che i lati omologhi sienó propor* 
•ionlftli^ il che vuol dire i condiaionì . Vi 
«on dunque 2n^i condisioni, cioè tre di più. 
Per ovviare a quest'inconveniente si potrebbe 
decomporre Ja definizione in due altre, cioè: 

1.* I?ue triangoli sono simili qiuutdo hMUiO 
due angoli respettivamente eguali : 
' 2.° Due poligoni sono simili quando si posson 
formare nelV uno e nelV altro un medesimo numero 
di triangoli resjpettivamente simili^ e similmente 
disposti . 

Perchè tuttavia quest' ultima definizione non 
contenga essa pure delle condizioni superflue, 
fa di mestieri che il numero dei triangoli sia 
eguale al numero dm lati meno due; ciò può 
succedere in due nAiniere. Si può condurre da 
due attgoU omologhi delle diagonali agli angoli 
opposti ; allora tutti ì triangoli formati in eia**' 
soun poli|pc»no avruteno un vertice comune , ed 
il loro insieme sarà eguale al poligono; ovvero 
•i pQÒ supporre che tutti i triangoli formati in 
nn poligono hanno per. base c<lta[inne un lato 
del poligono, e per vertici quelli de'diifor6nti 
angoli opposti alla detta base. Neil* uno e P altro 
Caso li numero de* triangoli furniati da una parte 
e dalValtra essendo n*^2i le oondiaioni della 
loro similitudine saranno in numero dilani— 4.1 
e la definizione non conterrà nulla di supera 
fluo. Posta questa nuova definizione» l'antica 
diventerà un Teorema» che si potrà immediata^* 
mento provare. 

Se la definizione delle Figure rettilinee 
limili è imperfetta nei Libxid'£leui enti s (^uell^ 
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òéi $oUdi pUtèiri nmsU lo è ancor» di ptò . Im 
Muotid* questa definicione dipende da na Teo- 
rem non dimostrato; negli altri Autori ha l'in- 
eonv«nlente d'avere assai del superfluo. Noi ab- 
biamo dunque rigettate siffatte definizioni dei 
solidi simili» e n'abbiamo sostituita un' altra fon- 
duta soptu i prìnoipì pucansi esposti . Ma sieec^ 
me. vi eoa molte altre ossorvaaioni da tare sopra 
questo soggetto^ ritorneremo a parlarne in una 
A/islajpartioolare . 

Iia definiaioae della perpendicolare ad un 
/imuo può essere rig-uardata come un Teorema ; 
quella poi deW inclinazione di due piani ha bi«> 
gotìcno pure d'essere giustificata mediante un ra-» 
giunamonto; più altre son nel medesimo caso. 
Ecco perchè nel conservare queste definizioni 
secondo V uso antico abbianv avuto premura di 
citar le Proposizioni ov* esse son dimo8trate ; 
qualche volta ci siam contentati d' aggiungerò 
un piccolo schiarimento sembrato sufficiente. 

L'angolo formato dall'incontro di due pia^ 
ni, e l'angolo solido Formato dalT incontro di 
più di due piani in un medesimo punto sono 
grandezze, ciascuna della sua specie, alle quali 
forse tomerelifae in acconcio di dea dei nomi 

Krtieolari . Seosa ciò egli è difieile d' evitai» 
»sonrità» e la ci'rooalooasieae quando si parla 
delle disposistoni dot piani » obe compoagooo la 
superfioie d*aa ppUèdre« £ siocome la teoria di 
questi solidi è stata fino al presento poco* colti- • 
vata, è meno disconvenev<^e introdurvi delle 
nuove espressioni, se queste sian ricbiamata 
dalla natura dell* argomeato • 

Io proporrei di chiamar cant0 l'angolo ibr« 
mato da due piani; la costola, OMpi§0lo, o 9sr- 
iiee del canto sarebbe V interseziou comune di 
quei due piani. 1] canto s'indicherebbe con 
quattro lettere, di cui le due medie corrispon- 
derebbero alia costolaospigolo* Alloi'a un foiUa 
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ì^ììò fiarébbe V ahf^olo fofiD#|;o dà Huetpianì per^ 
]peDdtco1arì tra loro. QuattaK) oatali* rotti ]4em- 
pirebi>ero tutto lo spazio angolare soiidointorao 
ad una lìnea retta data. Questa naovà dènomiw 
nazione non impedirebbe che il canto non avesse 
sempre per sua misura V angolo formato dallo 
due perpendicolari condotte in ciascuno dei pia- 
ni da un medesimo punto del vertice » o inier* 
sezione comune . 

Finalmente si potrebbe chiamare angoloidé 
lo spazio angolare compreso tra più piani , che 
concorrono in uh medesimopunto . L' angoìoide 
s'indicherebbe con la lettera del vertice segui- 
tata da tante altre lettere, quante sono le co- 
itole o spijjroli riuniti nel vertice j V angoloidé 
,retto sarebbe formato da tre piani peipcndico- 
colarì tra Ipro; otto angoli retti riempirebbero 
.tqtto lo spasio angolare iberico intorno ad un 
punto; e daeangoloìdi retti soprapposti mediante 
una faccia coinuno &rebbero un eanto rtettp. 

necessario .un dato solo per deterininare 
jil canto; più dat^ ajbbisognano per determinar 
)' angoloidé. Ingenerale» ogni angoloidé inter* 
f^ia,' sulla snperficie della sfera, descritta dal 
suo vertice come centro, un poligono sferico.; 
e* se fi chiami n i\ numero dei lati di questo p<>> 
ligono, il numero de' dati necessarj per determi* 
nareil poligono t .eT angoloidé sarà a»— 3- Quanto 
poi allo spazio angolane , eh' è la grundezsa eA 
tetti va di ciascuno angoloidé, desso è scn)pre 
proporzionale ali* area del poligono sferico come 
sopra intercedo. 
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Sopra una maniera di dimostrare la Propo- 
sizione XX. del ptimo Lìhro , ed aUnne 
altre Propoiitionijondamentaii della Gem* 
tnetna» 

Kg- !• Nella Dimostniione della Proposiiione XX. 
Xib. I. abbiamo sapposto che essendo dato 
l'angolo A minore di d ne tersi d'nn retto, m 
on ponto D situato dentro di quest'angolo, 
è sempre possibile di far passare per il punto D 
una retta EF, che incontri nel medesimo tempo 
ì due lati delTanj^lo A. Questa possibilità è 
iis.eai evidente per far la base d* una dimostra- 
zione, poiché, se Sì prendono delle parti eguali 
f?f»j»ra i due Tati dell' angolo, e si uniscano suc- 
tu'ssi vomente i punti i^jrualmento distanti da A 
con le rette MN, M'IS', IWN'', ec, è chiaii) 
clic queste rette si allontaneranno di più in piti 
dal punto A, e che la lor distanza da questi* 
punto potrà divenir maggiore d'o«ni grandezza 
data. Dunque vi sarà una di queste rctie M'N'^. 
che passerà al di là del punto dato D, ed allora 
• Bnendo^',e D,!N'D L sarà la retta domandata» 

^* ~ In Euclide si dimostra primieramente elie 
dae rette AB, GB, che fanno oon una tersa 
AC doe angoli BAG» AGE, la coi somma è 
eguale a due retti, non potranno incontrarsi: 
dipoi si prende per conceduto che o^ni retta 
Ai condotta nel r angolo' BAG' doTO meentrar 
la retta G£ prolungandole ambedue sufficiente** 
mente. Se i due angoli BAG, AGfi sooo retti, 
\\.Pmtnlato Euclide si riduce a questo: Per 
poco che un angolo \ AG sia minore d'un angola 
retto f ogni retta 0£ coadotta perpendicolarmente 
al lato AG de^ incontraro il lato Al prolungato , 
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avvero 9 prendendo l'angolo GAZ eguale a GÀI» 
81 può eniinoiarta ancora in quest altra manie» 
xti: Es$end9 .4ato rangola lAG, che differisca 
tanto poco , che n voglia , da due angoU retti , con 
un punto D situato in quesf angolo 9 dal quale 
4Ì Masserà DC perpendicolare sulla retta AG» 
€he di»ide in due parti eguali T angolo lAL , que^ 
sta retta J}Q , proluv gata sufficientemente » incanì 
trerà sempre ì lati deW angoh lAL . 

Il Postulato à!* Euclide è dunque, relativa- 
njente a un angolo differente quanto poco si 
vorrà da due angoli retti ,iì medesimo che quel- 
lo , di cui ho fatt'uso relativamente ad un an- 
golo tre volte minore, e dove l'intersezione è 
nroko più manifesta. Dai diversi tentativi, che 
sono stati fatti fin qui per supplire al Postulato 
d' Euclide sciììhrn che non si possa spingere pià 
lontano il rigore delle dimostrazioni nella Pro- 
posizione XX. osivvero, il ehe torna allo stes- 
so, nella Teorìa delle Paralelle, salvo il partire 
da una Definizione della linea rett^ differente 
da quella , che serve di base a quest* Opera . 
Haysesi considera quest' offeetto in un» maniera 
più astratta » 1* Analisi ofl£e nn nieaso 'tanto 
aemptioe qnanèo iacile per dimostrare rigoro- 
aamente-ìl Teprema concernente la somma dei 
tre an^^oli d* on Triangolo, come ancora le altro 
Proposisioni fondamentali della Greometrìa. Que- 
sto e quello, cho noi andiamo a spiegar* oe* 
tutte le particolarità necessarie»' 

Si dimostra immediatamente con la soprap-' 
posiaic^e, e senaa alcuna Proposisìbne prelimi* 
nare cho due triangoli sono egumU quando hanno 
un lato eguale adiacente a due angoli respetti* 
vamente .uguali . Chiamiamo p il lato , di cui si 
tr«ìtta. A, c B i due angoli adiacenti, Cì il 
terzo angolo. Risogna dunque che l'angolo 
sia pienamente deieriitìnato quando si conosco^ 
no gli angoli A» e ii coi lato p i pei'é»hò, se 
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diversi angoli C potessero corrispondere ai tré 
dati eletneoti A, B, vi sarebbero altrettanti 
triaogoU dilferenti» cbe avrebbero on Iato eguale 
adiacente a due angoli lespettivaoiente eguali ; 
il che è impossibile: dunque Vangelo G dev'es- 
sere ona fiinsione determinata delle tre quan^ 
tita A, B, p\ il obe esprimo cosi| G=e: (A» 

Sia l'angolo refto eguale all'unità: allora 
gli angoli A^ 'B» C saranno dei numeri com- 
presi tra o, e 2; e polcbè 0=:^: f A» B, p), io 
dico che la retta p non debb* entrare nella fan- 
sione p. Infatti si h veduto che C debb' essere 
interamente determinato dai soli dati A, B, 
«eiix'altro an^rolo , ne linea qualunque: ma la 
linea p è eterojfenea rispetto ai numeri A , B , C ; 
e, se si avesse un'equazione tra A, B, C* p^ 
si p«jtrebbe ricavare il valore di p \u A, B5 C; 
e da ciò ne risulterebbe che p iusse eguale ad 
un numero -, il che è assurdo: dunque p non può 
entrare nella funzione ; e si ha in conseguea- 
za semplice mento C=:9: (A9 B).... (l) 



(1) Si ^ opposto a questa dimostrazione che, se élla 
fosse applicata , paroìa per parola , ai triangoli sferici, n* 
rasafiarebbe cJbe due angoli cogniti servirebbero per deter- 
minare il terzo ; il die non ha luogo in auesta sorte di 
tri.in 'oli. La risposta è che nei inan^oli stecici havvj un 
elemento di più che «ei UÌangoli piani, e questo elemento 
a* A il racgio della slisra , dal quale non si den fare astra- 
1 Sia daaqoc r questo raggio ; allora, in vece d'avere 
'fA,B, p), »i a^'^ ('AiB /), O solaroeaie 



Q—tp^A, B , — ) » »■ '^^'^ ^•«'* OBiogonei. Ora, 

poiché Hr^Pporto^ ^ w aamefo, come pure A, B, C, 
«ien<0 impedisca che ^ non si trovi nella funzione ^, e* 
ia tal caso aoa al pa6 plà coacladere G?=p (A, B) . 
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Questa formula ^rova di già ohe» 8e due 
àngoli d*iin triangolo sono eguali a due angoli 
<i*Qn altiro triangolo, il terzo d(5bb* essere egnale 
al terzo; e ciò f^osto , è facile d'arrivare al Teo* 
semay che noi abbiamo in veduta. 

Sia priniierauienle ABO un triangolo ret- hig, 3. 
tangoìo in A; dal punto A abbassate AT) per- 
pendicolare sopra 1' i}>uteniisa . Gli ano« li B, e 
D del triangolo ABP sono eguali agli angoli H, 
ed A del ti ianvolo BAC ; dunque, secfjndu ciò 
che at'biam dimostrato, il terzo BAU è eguale 
al terzo C. Per la medesima ragione 1* angolo 
DAC=:B ; dunque BAD+DAC , o BAC=B-fC : 
ora l'angolo lì AG è retto; dunque i due angoli 
acuti d^ un triangolo rettangolo , jfresi insieme j 
equivalgono ad un argolo retto . 

Sia in seguito BAG un triangolo qualun- f ig, ^. 
qua , e BG on lato , che non sia minore di cia« 
flcnno degli altri due: se dall'angolo opposto A 
8i abbassa la perpendicolare AD sopra BC , que- 
sta perpendicolare cadrà dentro ael triangolo 
ABG, e lo dividerà in . due triangoli rettangoli 
BAD , DAG ; ora nel triangolo rettangolo BA D 
i due angoli BAD, ABD equivalgono insienic ad 
un angolo retto ; nel trian|:olo reftangolo DAG i 
due angoli DAG, AGD equivalgono |pure a un 
angolo retto: dunque 1 quattro angoli riuniti, 
0 solamente i tre BAG , ABG , AGB equivalgo* 
no insieme a due angoli retti: dunque in ogni 
triangolo la somma dei tr€ angoli è uguaU a dae 
angoli retti . 

Da ciò «51 vede che questo Teorema, consi- 
derato a priori, non dipende punto da un con(^ate- 
namento di Prf»posìzioni , e che anzi si dc-duce 
immediatamente dal principio dcM' oninoencita ; 
principio che dee avci' luogo in »>gui jciazione 
tra delle quantità qualunque es?e siano. Ma pro- 
seguiamo, e i'accianì vedere che dalla medesima ' 
sorgente possono i icuvarsi gli altri Teoreuu ion- " 
daiuentali della Geometria . 
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Conserviamo le medesime denominazioni 
come di sopra, e chiamiamo di più m il lattf 
opposto ali^anjiolo A, e n il Jato opposto all'an- 
golo B. La quantità m clebb*essere interamente 
determinata dalle solo «juantità A, /?; dun- 
que m è una fansione di A, B, jp, e ^n'è^pa- 

P 

re un* altra!^ di modo che si può fare HLzz^ . {A 

P 

B» D).Jfa — è un numero , eome pure lo sono 
P 

A, e B; dunque la funzione 4 non dee conte- 
nere la linea e si ha seinplicemcnte perciò 

— =+: (A, B), ovvero wsz»^: (A, B), Si lia 

dunqiie similmente n-zzp-^ : (B, A). 

8ia adesso un altro triangolo formato eoi 
medesimi angoli A, B, G, ai quali sieno re- 
spetti vament^ opposti i lati mfj n\ p'. Poiché A, 
eB non cangiano, si avrà in questo nuovo trian- 
golo m'zzp-^ : ( A, B ) , e 4 ^ ( B , A ). Dunque 
m : m : : n : ; > ' p '• />'• Uunquc nei triangoli 
equiangoli i lati opposti a^U untoli uguali son» 
proporzionali . * 

La Proposizione concernente il quadrato 
dell* ipotenusa ò, com^ si sa, uua consegnenza 
di quella del triangoli equiangoli: Ecco dunque 
tre propofisioni fondamentali della Geometria, 
oioè quella dei tre angoli d'un triangolo, quella 
dei triangoli equiangoli, e quelU del quadrato 
deir Ipotenusa, ohe sì deducono semplicissima» 
mente, ed immediatamente dalla oonstdora sione 
delle fiinsioni • Si possono ancora col medesimo 
metodo dimostrare succintamente le Propoisi* 
zioni concernenti le Figure simili» ed i solidi 
simili. • 
9^ Sia ABCD un Poligono qualunque; avendo 
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scelto un lato AB, come base, fate tanti trian- 
l^oli ABC, ABD, ec. sopra questa base quanti 
angoli C, D, E, ec. sono al di fuori. Sia la 
base AB=:/?; siono A, e B i due angoli del 
triangolo ABC adiacenti al lato AB sieno A', 
e B' i due angoli del triansolo ABD adiacenti 
al medesimo lato AB; e così dì seguito. La 
!Figura ABCDE sarà interamente determinata 
-se si oonoscerà il lato p con gli angoli A5 B. 
A', B% A^v 'Br^ ec. ; ed il numoro dei dati 
saim in tutto dn*— 3, n essendo il nameTO desiati 
del poligono. Qi^ posto» ón lato, o una lìnea 
qualunque :r, condotti^ piacimento nel poli« 
gono» sarà una^funaione di questi dati; e sic* 

come debb' essere un numero» si potrà sup- 

porre f-s^^: (A, B^A^B'^ec.) ovvero oRcp^: 

^,B, A'» B's ec.)| eia funsionè 4 non conterrà /i. 
De coi^ i medésimi .aiigoli A» B, A'» B^ ec., 
ed un altro lato si «forma un secondo poli* 
gono, si avrà per la linea ai ^ corrispondente 
ód omologa a dP, il lujore :i/=p^ 4^ (A» B, A% 
B', ep.)i dunque :r : : : : p'. Si possono* 
adunque definir le Figure così costrutte *.Fi^iir« 
simili ; laonde nM^ Figure simUi U linee omola* 
ghe sono ' propm%ìonali. Così npn solamente i 
lati omologhi, le diagonali omologhe, ma le 
linee terminate della stessa maniera nelle due 
.Figure sono tra loro come due altre linee omo- 
loghe quaìunquesiuno . 

Chiainiuuio S la superficie del primo poli- 
gono', questa siyperiìcie è omogenea al quadra- 
to p* ^bisogna dunque ebe -i- sia un numero 9 

che non contenga se non se gli angoli A^ B , 
A'sii-^eo.» di modo che^i avrà Bs=^^«;(As 
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B, A', B'» ec.)«'Per la medefllma ngiones m 
8* è la siiporficìe del secondo poligono» a mrrk 
: ( A , B. A', B^, acs. ) DiMiqne 

8 : p* : donqae U mptrJUae d&lh FU 
gur0 simili stanno tra laro corno i quadroH éoi 
iati omologhi* 

Pausiamo adesso ai polièdri. Si può soppor 
che ana faccia è determinata per mezzo d* aii 
lato cocrnito p, e dì più angoli A, G, ec. 
Tn seguito i vertici <lo^U angoli solidi, fuori di 
questa base, saranno de^or^linati ciascuno per 
mezzo di tre dati , che si possono rijjiiardare co- 
me ;»lf iettanti angoli; di tal iimniera che la 
detenni na ziune intera del polièdro dipende da 
un lato Pi e pin angoli A, B, C, il cui 
numero varia secondo la natnra del polièdro. 
Ciò p(»sto , una linea, che unisce due vertioi , 
ovvfro più generalmente , ogni linea x coa- 
dotfa in una ma ni era ^detcrminata nel polièdro 
sarà una funzione dei dati p^ A> B, G, ec. ; 

9 siccome -~ denr* essere nn nnniero» la funaio- - 

ne eguale a ^ non contevà se non che gli an- 

P 

'goli A , B , G , eo. , onde si pptrà snpporre x^ppi 
(A, B, G, ec.) La superficie del solido è omo- 
genea a porci?» questa superficie può rappre- 
sentarsi da 4 : ( , B, G, ec); la sua soli- 
dità è ouiooeneu a /?* , e si può in conseguenza 
rappresenlan? mediante /?' O: (A , B, G, ec), 
essendo le funzioni indiuate da 4> 0 ^ iadi- 
pendenfi da p. 

Costruite un secondo solido coi medesimi 
angoli A , B, C, e»*., ed un lato /?' di<ferente 
da /?.Noi chiameremo i solidi così costrutti so- 
lidi simili; e ciò posto, la linea, che era p p: 
(A, B, C, eo. ), o semplicemente p^ in ua 
iioiido^ sarà p' ^ in un altio^ la superficie, cko 
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f^, ^ìtk uno sarà p'H nel secofade» e Unalt 
Ite la solidità, ohe era n in uno, sarà 
f'* 4/ nell* altsq. Dunque.l.** i solidi simili hanWò 
i lati^ o linee omòloghe proporzionali ; 2.° le loro 
superficie starino come i quadrati dei lati omoté^ 
ghi; 3.'' le loro àolUUtà son come i cubi di quésti 
medesimi lati . 

Grli sfessi principi s' applicare facilmente al 
cii'colo . Sia c la circonferenza, e i la superficie 
del circolo, il cui raor^io è r: poiché non vi 
posson esser due, circoli diseguali deecritii col 

ini»de9Ìmo raggio, le quantità 1 , e J-devon es- 

fiere funzioni determinate di r. Ma siccome que* 
«Efe quantità sono numeri, esse non debbono con- 
tenere nella loro eepressaione k linea f % laondè 

• avra — — a, e •■-7-=^» a e € essendo numeri 

eofftanti - Sìa la oirconferSitsa, e / la super-^ 
fioie d*an ahro circolo, il cui raggio è f'j diin* 

<|ae5'avrà ancora r^^*, e p5=§. Dunque : i 

« f • ^ 1 : : r'» ; dunque le circonferenze 
dei cireoH son eomé i loro raggi, e le lor supera 
fieiè come i quadrati dei medésimi raggi, 

. Consideriamo un settofe, di bui r sia il 
raggio» e A rangole al oentro; sia x Tarco, 
che termina il rettore, e jr la superficie di que- 
sto medesimo set|;ore . Poiehè il settore è inte- 
ramente determinata quando si oonòseono r ^ ed 
A, bisogna olie ^, é jr sieno funaiòni determi- 

m,Utàì r, ed A j dunque Ì.,c21 son pure delle 
funzioni simili . Ma fi è ua numero, come puro 



jy; danqae qneste quantità non debbono conte-' 



nere r, e soo sempUoemeote lunsioni di A ; <fr 



r 



ujodo che si avrà — ::::^:A, e ^^s^ + iA. Sic» 

r 

ora x^,e yV arco» e la snperfioie di'oii altro set- 
tore t di cui l' angolo è A , ed il raggio / $ ohia- 
aieremo questi due settori settari sumli ; e poi- 
ché l'angolo A è uguale da una parte» e dall'ala 

tra» si avrà -~x^:A . e 4^: A. Dunque 

m : y i:j : r\ e y : y : : r* : r'*; ^«^^I^V? 

affici simili i ovvero gli arehi dé' settori sirmli son 
, p^ùparàonaU ai raggi ^ e i nuàenmi settori son 
' jfropersionaU ai quadrati àe* raggi • 

É chiaro clic si proverebbe nella stessa ma- 
niera che le stere stanno come i cubi dei loro 
raggi . • 

iSi suppone in tuffo ciòcche precedo, eh© 
le superficie si inif^nrino qol prodotto di due 
lince, e le solldifa col prodotto di tre; ciò è 
facile a dimoptrarsi anche col mezzo dell'Ana- 
lisi. Consideriamo un retta n«jfolo , le cui due 
dimensioni sono /?, e ^, e la saa superficie, eh* è 
lina funzione di p, e rappresentiamola con Pf 
t Pi q)' Se si considera un altro rettangolo» le 
cui dimensioni tono p-[-p' e q» ognuil vede che 
qiiesto rettangolo è composto di due altri ; uno 
e]oè»chelia per dimènsioni 9» e ^, l'altro» che 
ha per dimensioni p\ c q \ di mcKlo che si avrà 

Sia ^ avrà (2/?, ^,)==2^ Sia 




Dunque in general 
qnalunpue, si avrà ^ (k q)i^kp{p9 f )a ov- 
vero =z tilElJl . Resulta da ciò che 
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y è ana faniione tale di f , che non cam- 

P 

bia mettendo in luogo dì p un multiplo qualun- 
que kp . Dunque qtiesta funzione è indipendente 
da e non dee contenere che ^ . Ma per una 

«imi] ragione ^ * ?m dee essere indipendente 
da dengue ^ ^^"^ non contiene ne nè ^ • 

fi così qupsla qua nf ita dee ridursi ad una co- 
sf antt! 01. . Dunjjue si a vra 9 (/? , q):izoLp q \ e sic- 
come nulla impedisce di prendere arzi , si avrà 
0fp^q)zzpq\, e codila suporfì<Me d*un rettan- 
«folo è Li<^uale al prodotto delle due di lai di- 
mensioni . 

8i dimostrerebbe in una maniera affatto 
simile che l«i solidità d*on paralellepipedo ret- 
tangolo 9 le cui dimensioni sono p, r,h eguale 
•al prodotto pqr delle sue tre dimensioni . 

Osserverem terminando ohe la considera- 
sione dello funzioni, che somministra una di* 
«nostrazion cosi semplice delle Proposizioni fon- 
damentali della Geometria , è stata digià con 
jBiicc.osso impiegata per dimostrare i Princìp) 
fondamentali della Heccanica, FedeU U M-e» 
morìe di Tonno, Xom, II < • 

NOTA III. 

Sull' approssimazione riportata nella Prmo» 
sizione XTI. del Libro IF. * 

Allorché si è trovato un raffp^io eccedente, 
«d uno deficiente 9 che nen diffèriscono nelle 
prime cifre numeriche , si può terminare il cal- 
colo in una maniera prontissima per mezzo 4* una 
formula algebraica. ' ' ' 
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Sia a il raggio deficiente, o h l'eccedente, 
la cui differenza è piccola j siano a% e ò' i raggi 
scgKLBnti , i quali si deducono dalle formule 

V^isf^9 ^'^^ ^a. li^^ . Ciò , che si cerca» 

h l'ultimo termine della serie a, a', a'\ ec. , 
che è nel medesimo tempo quello della serie A, 
y ^ ec. Chiamiamo quest' ultimo termine jt, 
e sia i=:a( l-f-**') ' potrà supporre xzna 
Pcjj-|-(Jw* -j-ec ), P ,6 Q essendo coelììcieiiti 
indeterminati. Ora i valori di V e a' danno 
ir'=:a(l + èu)— i w* + ec.j, 

=: a < 1 -j- :^ w — 3^ Ci) * -f ®c . ) • 
£ se 0i fii patimento b'zzaf ( i si avrà 

#' =: J # — •* + 
Ma il valore di 9 dev' esser lo stosso sia 
«he la serie a» o^» a'' ec. cominci per a, o per. 
a'; dnnque si aVrà 

^ ( , -|.p.,+Qi,»+ ec. ) a' { 1 P + ec. }. 
Sostituendo in qnest' eqoasiono i valori di a , 
edi^ina»e«»5e {paragonando i termini si* 
mili» se ne dedurrà P=i e Q=— j dunque 

Se i raggi a, e ^ si acoordino nella prima 
mota delle loro ciiVe, si potrà trascurare il ter- 
mine 5 ed il valor precedente si ridurrà a 

a 

vsza fiiceodo a=i, 

3 

1282657, e hzzii I285c63, se ne dedurrà im- 
mediatameute x=:i, 1283792. 

SeiragtriajC ^non s'accordino se non che 
nel primo terzo delle lor ciire, bisognerà pren- 
dere tre termini della formula precedente; così 
facendo fl^zi, 12656395 e 132014.9, si 

troverà oczzi ^ 1283791 . 

Si potrebbe supporre che e h difForisser 
di più tra di loro \ ma allora bisogaerobbe cal- 
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colare il valor di x medianto un numero mag- 
giore di termini . 

L'approssimazione 5 cui mira la Proposizio- 
ne XIV., che è di Giacomo Gregory, è suscot- 
tibile di simigliante compendio. Noi rimandia- 
mo all'Opera di quest'Autore intitolata Vera 
Circuii^ et H/perboLae quadratura ; Opera di gran 
uierito per il tempo, in cui comparve alla luce . 

N O T A IV. 



Offe si- dimostra cké il rapporto della eir' 
conjerenza al diametro , ed il quadrato 
del rapporto medesimo son numeri irrazio' 
nati. 

Consideriamo la «erìo infinita 

« 1 a* t fl' 

I j 1 . — I . . . — -4-ec./ 

di cui termine generale è 
1 a» 



^1.2. 3.../* .»-|-a.. («-J"^""^ ) 

e supponghiamo oke ^: s ne rappresenti là 
somma • Se si pone a-^-l in vece di 2, p: 
sarà parimente la Somma della serio 

a 1 a^ jl a^ 

Sottraendo una dall' altra di qaeste due serie (tefv 
mine a termine) avremo p : s — ) per 
la somma del resto, che sarà* \ 

1 1^ ■ 1 • [ 

z . z-\- 1 . z-\~ 1 . '2 z . z-j-1 . z-(-2 . ' 

Ma questo restio può esser messo sotto la forma 
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a a 1 

a 

ed allor si riduce ad "TTT^ • ( * + 3 ). Dun- 
que si avrà generalmente 

a 

^ : z - <p : ( z -f 1 ) = j-^j-j-j |> : ( « + 2 ) . 

Dividiamo qo«8t* equatioae per (p : ( ss -|- 1 ) , e , 
per semplicizzare il resaltato, bìa^:z unanuo 

va funzione di 2 , e tale che ti : = — ■ " 

^ « pi(z) ; 

allord si potrà mettere — in vece di-* — - — ; — • , 
e ' ' in voce di — 7 — 7—:. Fatta 

dunqae la sostituzione , si avrà p iszz x | (j | " 

mettendo sncoesstvamente in questa V.quazio* 
ne z~f-i, z-)-2, ec« in l^^ogo d^z, ne resulterà 

il 

Dunque il valore di t|; . z può espriuiersi dalla 
iraziun continua 

lt.eo}proeamente questa iìrazion continua, pro- 
lungata air infinito, ha per somma 1^ : s, o ia 
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to* quantità eguale^. — ^-7-^ — "i e questa moìw 
Otta 9 sviluppata in serie ordinarie » è 



Sia adesso 2 = ^9 la fraziou coatinua diverrà 

5 -^^eo. 9 

nella quale l numeratori, eoébttuato il primo, 
8on tutti u{2;aaU a 4^5 ^ i denominatori forman 
la serio de* numeri impari 1, S, 5, 7 , eo. Il va- 
lore di questa fraaion continua può dunque espri* 
morsi mediante . ' 



^ *"^2.3^^2.3. 4.5+2.3. ..7"*''^' 
2 0. t II • 

i-j + — — \.+eo. 

Ma rjuesée sevie si rapportano a delle formnle 

cognite, e sì sa ohe rappresentando con e 11 nu« 
mero, il cui loo;arìtmo iperbolioo hi» TespceSo 
Sion precedente riducesi ad 

di modo obe si avrà in generale 
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Da ciò resultano do^ibrmnle principali secondo 
che a è positiva, o negativa . Sia primieramente 
4a=:jr^, si avrà 

5 +ec. 

Sia in se^ruifo ^azz — x^ytó. in virtù delia for- 
mula d'altroDcle cognita 

. i.tang.»5 «i avrai 

tang. x=5— X» 

7 — ec. 

Quesfa è la formnla , che servirà di base alla no^ 
strà dimostrazione. Ma bisogna, prima di tutto, 
dimostrare i due Lemmi seguenti* 

T.xMMA I.Sia una frmàon continua prolungata 
alt infinito 

m 

n — • 



nMa quale tutti i numeri m , n 
interi positivi , o negativi : se si suppone che le fra- 

. m m' m*^ ^ • 

zioni componenti — , — , , — , ec. sieno tutte nu- 

n n n 

nori dell* unità , io dico che il valor totale della 
frazion continua sarà necessariamente un numero 

irrazionale • 

Dico, in x>rinìo luorro, che questo valore 
sarà minore dell'unirà. Infatti, senza diminuir 
la generalità della frasioa oontinua, si po«8on 
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tuppom tottS i denommatori n , n' ^ ec. po- 
litivi ; ora 9 se fli prende un sol termine della se* 

rie proposta, si avrà, per ipotesi^ . Se 

II 

m' 

prendono i due primi » a causa di ~ •< i , è chiaro.. 

n 

obe UH — è maggiore di ,n— i: ma m h minore 

di n , e poiché 1* uno e V altro son numeri interi » 

m sarà ancor più piccolo di n-\ • Dunaue il 

valor 9 che resulta dai due termini 

m 

n 

è minore dell* unità « Calcoliamo tre termini 4olla 
frasion continua proposta ; ed in primo luogo » 
conforme a ciò che abbiamo veduto, il valore 
della parte 

i — t 

sarà minore dell* unità. Chiamiamo questo va* 
loro 10, ed è chiaro che — sarà pure minore 

dell'unità: dumxoe il valore» ohe resulta dai tre 
termini 

m 



771 



h minore dell* unità. Continuando il medesimo 
ragionamento, qualunque sia il numero d^ ter- 
mini, che si calcolano, della frasion continua 
proposta, il valore, che ne resulta, è miiiere 
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deir unità: dunque il valor totale di questa f i*a z io- 
ne prolungata all' infinito è pur minore dell* uni- 
tà . Esso non potrà esser eguale ali* unità se 
jion che nel solo caso rhe u fraaion proposta 
Tosse .della forma 

111+ i——;-: — I»" 



f»''+l — ce?:' 

in qualunque altro caso essa sarebbe sempre più 
piccola 

Ciò posto 5 se si ne^a che il valore della fra- 
zion continua proposta sia epjuale ad un nu- 
mero irrazionale, supponghianio [che sia eguale 
ad un numero razionalo, e sia questo nuuioro 

« B ed A essendo numeri interi qualunque ; 
A ' • 

dunque si avrà ' 

B m 



Siene G, D, E» ec. numeri indeterminati tali 
che si abbia 

C 



'* '^»^"4-ec. 



.0 cosi in infinito . Queste differenti t*ra7ioni con- 
tinuo avendo tutti i termini minori dell' unita» 

B O XI Fi 
i lero valori o «emme - , . - , TT» «aran* 

A ii ti il 
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Tio, sccoTifio ciò ohe abbinm dimoefralo, minori 
d«iruaitÀ,eoosìsì avraB < A/C<:B, D<:i] 
ec,; di modo che la sene A, B, C, D, E, eo. 
sarà decresoeiite all'infinito. Ma ilcoDcafcnameuto 
delle irasioni ooatinae , di cui si tratta , dà 

A '*+—^à' onde resulta G =: m A B : 

B ^ n' + 77 3 resulta D = m' B — »'C; 

' • — ~ — "E » 

ec« ec. 

Tj poiché i due pviuii numeri A e B sono interi, 
per supposizitme , ne sejiue che lutti «zìi altri C, 
Ti. E^ec.sobe fino ad ora erano indeicrnilnati, 
son pure numeri interi . Ora, iuiplioa eontradi- 
zìone che una sevie infinita A , H , C, D, E, ec. 
sia ad un tempo decrescente, e coui])osta di nu- 
meri interi, perchè d'altronde alcuno de* nu- 
meri A5B5C5 D5E, ec. non può essere zero, 
a motivo che la frazion continua proposta si 
estende air influito » e «Le le somme rappresene 
j B C D ^ ^ 
tate da ^ , , co. deggiono esser seinjpre di 

cjual( lie valore. Dunque l'ipotesi che la somma 
delia frazion continua proposta sia eguale ad nna 

•quantità rasionale ---5 non può uiai sussistere. 

.A. 

Dunque questa somma è necessariamente un na<» 
mero irrazionale . " 

Lemma li. Foste le medesimi cose , se le fra* 

. tn m' m^' 
;iioru eftmponenth —9 — , -^.^csond' una uraa^ 

n n" 
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deMMa fumiunque al principio dMa sen», mm db# 
dop9 UH eerto mtervaUo esse sieno costaniemento 
minori delVwdtà; dico che la Jraùen continua 
proposta , supponendo sempre eke dessa si estenda 
aW infinito, a-erà un valore irranionsUe . 

Perchè» se e contare da per esempio» 

, Il 

tutte le traziotìi , — » ~— » 00. ali lanaito 

8on minori dell'unità, allora» secondo il liem-^ 
ma 1» la frazion continaa 

_#// 
n» 

ji"^ ee» 

avrà un valoré irranonale . Si chiami onesto va- 
lore»» e la frasiott continna proposte cUvenlerà 

a / 
i I 'n 

Ma 3p si fa successivamente 

=u,^ _!!!L 

è chiaro che, u essendo irrazionale, tutte le 
quanrijà w"' Jo debbon essere parimente. 

Ora, l'ultima w"' è eguale alla frazion conti-^ 
nua proposta; dunque il valore di queste è ir-» 
razionalo . 

Possiamo adesso, per ritornare al nostro 
principal soggetto» cUmostrare queste Proposi- 
zioa generale . 

TBOEBMA 

Se un arco è commensurabile eoi raggio , la sua 
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tangente sarà incommensurabile col medesimo ra^' 
gio. 

Infatti» sia il raj^^orio = i , e l* arco jf=— ,i» 

n 

o it essendo numeri inte^, la formula trovata 
di sopra darà» faoendo la oonvcnevole sostita- 
1Ì0D69 

171 TTL 

Sn 

7 n — ec. 

Ora questa frazion continua è nel caso del Lem- 
ma IJ -, perchè è chiaro ohe i denominatori 
5w, 7 «9 ec. aumentainio conf innaniente , Rien- 
trc che il numeratore m* resta della stessa t;ran- 
dezza , le frazioni componenti saranno, o diver- 
ranao ^en presto inioori dell* unità i dunque il 

valore di tang ^ è irraaionalei dunque, soVwr^ 

n 

CO ò commensurabile col raggio, la sua tangento 
sarà incommensurabile. 

Da oiò resulta, come immediatissìma con- 
seguenza la Proposizione, cbe fa l'oggetto di 
questa Nota . Sia «" la messa-circonferensa , il 

cui raggio è i; se v fosse razionale, Tarco 

lo sarebbe pure, e per consoguensa, la sua tan- 
gente dovrebbe essere irrazionale.: ma si sa, pel 

contrario, che la tangente dell'arco — è aguale 

al raggio 1 ; dunque ir non può essere razionale. 
Dunque // rapporto della circonferenza al diamC' 
tro ò un numero irrazionale (ij . 



fi ) Oneftt ^^rotootiiSoiie è sUt» dimostraU per la priimi 
^lU da LanUrt aaUa Mcmorìa di Badino datt'aaao 



« 
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E* probabile che il numero w non sia roin- 
prcso tra gli irrazifuiali alg^chrici , e vale a liire 
che non possa essere la radice d' un' equazione 
«l>;rcbrica composta d' un numero finito di ter- 
mini, i cui coefficienti son razionali: ma .sem- 
bra dilfìr ilissiino il poter dimostrar rigorosa- 
njenle questa Proposizione; noi possiamo sol 
far vedere ohe il quadrato di tt è puro un nu- 
mero irrazionale. 

Infatti 9 80 nella frasion oontìnuh, che espri- 
me tang. si fa x=.^9 a causa di tang. t^^o, 
•i dee avere 

0=3—— 

5 »• 

7 - — 

p — ec. 

Ma se TT* fosse razionale, e si vfess^'n^zz^^ 
m esiendo nomeri interi» lìe resolterebbe 

àn ni 

7» m 

Iifz — ce. 

Ora è visibile che questa frazion continua è 
pure nel caso del Lemma 11.; il suo valore è 
dunque irrazionale, e non può essere ugnale al 
numero 3. Dunque il quadrato del rapporto della 
sirconfcrénm dianutrù è un numero irrazionaiS' 



* 
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NOTA V. 



O^e si dà la soluzione analitica di diversi 
Problemi concernenti il triangolo , il qua- 
drilatero Iscritto , il paralellepipedo , e la 
piramide triangolare • 

" IPaOBLBMA Ù 

Essendo dati i tre lati d* un triangolo y trovar 
la sua superficie ^ il ràggio del circolo iscritto, ed 
U raggio deh circolo circoscritto . 

Sìèno i lati BG=:a, AG=^, AB=:<^ ; se dal Eìg. 

vertice A si abbassa la perpendicolare AD *80- 

— -a — -2 

pra il lato opposto BG, s* avrà * AC — AB-^-^ * la. 3. 

BC— 2BCxBD, dunque BDn — X • 

^ 2a 

— a — a -^a ^ 

Questo valore dà AB — BD, ovvero AD — o — 



AD=vIl£±±jt±:iXJ SUSI'.. 



aa 



rea del triangolo , si avrà Srr § BC x AD ; dunque 

a>*c*— a*— i*-^* ] . "Q*^®^!^ formula può ancora 
ridursi «ad un' altiui espressione più comoda per 
il calcolo logaritmico; al qual nne bisogna os- 
servare che fa quautità ^V*— (a*4"<>*"^^* )* ® 
il p rodottO dei due fattori 2ae + { a*4" c* — ) » 
e 2flc— (a*+c*— M);Tl primo=:(a4- 
[a-^-e-^-b) («-j-c — 6), il 8econdo=^*— (fl— 
{h-j^a — c) -a-f-c) : dunque si avrà 
•"^VK «+^-f#) {a+b'-c) {a+c^b) {b+c^a)]. 



• 
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Finalmente^ se si fa f^ltdlf zro, eiò che dà 

^-{-c^a::^^/»-*!^» 8* avrà ancora più sempiio»- 
* mente 

Dal che si vede che per avere la superficie d' un 
triantfolo reffilineo 5 di cui son dati i Ire lati, 
bisogna prendere la mezza-somma de' tre lati, da 
questa mezza-somma toglier successivaiixmte cia- 
scun deMati, il che dark tre restia iiiultiplicar 
questi tre resti tra loro, e per la mezza-souinia 
dei Iati, e finalmente estrar la radice quadrata 
da] prodotto : questa radice sarà V area del triaa- 

golo . 

Sia adesso z il raggio del circolo circoscritto 
al triangolo 5 ed u il raggio del circolo iscritto 
in questo medesimo triangolo^ s'avrà secondo la 
Prop. XXX li. Lib. HI., 

IK— <:^-— , ed , , . s=*-««4anque3 sosti tueib* 

8 a-\-b-^c p 

4o il valore trovato di verrà 

Vip.jp^a.p'-b.p^e) \ F / 

PROBLEMA XI. ^ 

Essendo dati i quattro làti iT tm quadrilatero 
iscritto in un circolo ^ trovare U raggio del gircelo, 
la superficie dal quadrilatero , ed i suoi angoli . 

fig. 4- Sieno i lati dati ABzza, BC = A,CD^r, 
DA— i^e le diagonali incognite AC=:x, BD=r5 
si avrà, secondo iJ Teor. 33.del L.IU., ar/^^^c+^^^s 

® r-7 — ; 9 da coi si ricava 

jr ab-^.cd ^ 



^ f • 
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^^{{oc+hd){ad+hcj\ ^/( (ac+bd){ah-\-cd )\ 

ab + cd A ad-\^bc ) 

Ma, secondo il Problema precedente, il raggio 
de] oiroolo oÌTOOficritto al triangolo ABC, i cui 
lati sono a 9 ^, dP, può esprimersi con la i'ormula 

àbx 



8= 



^[^a'b^—{a^-\-b'-^x^)''\ 

istituendo in vece di x il valore^ che abbiamo 
trovato , e decomponendo il resultato in iattorì » 
si avrà 

Ciò posto 3 Tarea del triangolo ABG=£!^' 
quella, del triangolo ADG=i— ; dunque l'a- 
rea del quadrilatero A13CD= r i ^"t"^^)^ 

z 

E se si facesse 5 per abbi'eviare3/?zzJ(a-f-^-j-^4"^^' 

s'avrà l'area ABGDz:: U^-cXf^-^)]- 

Pinalmeate, affin d'ottenere uno qualunque de- 
gli angoli, per esemp^ 1* angolo si osserverà 

che il triangolo ABC dà. cosB ss^. "f"^ » 
«ostituendo il valor di :r ^ e rìdueendo» s* avrà 
oos — — «Da oio si ricava 

2 4Uhj;'20d i-f-oosB^ 

wvero tang.». à B ^ ( ^ + ^ ) (a-^r ^ 
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] \ ' ; ' — ■ i.. Dunuue tauii,.iB-c; 

PROBLEMA III. , 

iV^e/ fjuadrUatero ABDC, £?i cui' g/i angoli 
5/i B , e C jon re^d, essendo dati i due lati AB » 
AC con r angolo contenuto BAG, trovare gli al* 
tri due latif e la diagonale' AD . 

Sia AC—h, ABzzc, e rangole BACzzA; 9® 
si prulunoaiiu BD, ed AC fino al loro int^oMtra 
in E, il trian^nlo BAE veffanorolo in B, ili nui 
si conoscono l'angolo BAE, ed il lato AB, darà 

c c 
AL zz ; dij nquc CE = -* — h , In segaito 

008 A cos A 

il triangolo DCE rettangolo in C, del qnal ?i 
conoscono il iato CE 5 e l'angolo CD£=A, darà 

CO^GE cot As:^ — ^ CO8 A ^ g. ^^^.^ dunque si- 

senA. 

milmente BD = ^!^1^2iA. Questi- sono i valori 

senA . . 

deMue loti oercati del qgadril&tero.. 

— a — % 

Da éiò resulta la diagonale AD=V(AG-^DC>= 

\ ' Ben A / • sen A 

Ifa in virtù del triangolo BAG si avrà BC7:=: 
V ( — 25tf cos A ) . Dunque la diagonale A U , 
che unisce i due angoli obliqui^ sta alla dia prò- 
naie BG» che unisce i éae angoli retti , : : i: 
sen A* 



■» 
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Seolio, La diagonale AD è ad un medesimo 
tempo il diametro del oìrcoio, nel quale il qua- 
drilatero ABDG £oése isuritto. 

Io questo circolo si avrebbe Tanfirolo ABCs 
ABG; dunque, abbassando GF perpeodicola^e^ 
•opra AB, i triangoli BFG, ADG sono simili . 
e danno AD : BG : : AG : FG : : l : sen A *, il 
che si accorda còlla determinUzion precedente • 

PEO&I.£MA IV. 

JSssendo date le tre costole , o spìgoli iT un pa* 
ralellepipedo con gli angoli , eh* essi fanno tra loro , 
trovar la solidità del paralelle pìpedo stesso . 

Siene le costole, o spigoli SAiz/, SB=:«:, j/i*. 5. 
S€b:À, e gli angoli contenuti ASB=:x, ASG^"^ , * 
IBSC=:>^. Se dal punto G si abbassi GO perpen- 
dicolare sul piano ASB, il triangolo reità ngt»lo 
.GSO darà GO=GS sen GSO:=:À8enG80 . D'al- 
tronde la superficie del paralellogrammo ASBP=: 
fgaencL. Dunque, se si chiami S la solidità del 
paralellepipedo ST,tl avrà S:=/^Ason oisenGSO. . ^ 
Resta ,B trovare sen GSO. 

Per questo dal punto S, come centro ^ e con un 

raggioz:!, descrivete una superiioie sferica, cho 

incontri in D, £ , F , G, le rotte SA, SB ^ SG , SO ; 

averete un triangolo DBF, nel quale Parco ¥G è 

perpendicolare sopra ED, polizie il piano GSO 

è perpendicolare sopra ASB. Ora il trian|roIo 

DEF^del quale s' hanno i tre lati D£=oi, DJ^=:Q , 

"Etri iv. cos € — cos ot cos y 

EF=/, dà cos E—- — l,eseaE=: 

sen a sen / 

a/ ( 1 cos* OL — COS* € — oos* y Hr 2 eos a cos 6 cos y ) 

sen 01 sen y 

Dipiu il trian$ro]o rettangolo EFG dà sen GF , 
ovvero sen GSO =: seu E sen £F — sen rsen E . 
Dunque S=/*^'A sen ot sen y sen E , ovvero 

S~/^A-y/ (t — joa* X —cos* § — eus'/-f-i cys a cos C cos 7) 



% 
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In quest'espressione la quantità sotto il radicale h 
il produttodi dae faiton sen a sen eoe « oom. 
eosy , e senasen y— 'OOSC-|-cos a cosy . 11 pti- 

mo^aos €— eoe (a+r) =a sen — LUeo--!-^ ; 

a 2 , 

il secondo = cos ( a — y ) — cos 6 = 2 sen — i 

,ÌÌLZt Donqne la solidità cercata S=2fgh^ 



gen -I—^ sen -X — Lsen^-Li Jwn-l-l — |. 

1 2 d ^. J 

Poité le nmdéame cose che nel precedente Pro- 
hlema, trovar l'espressione della diagonale, che 
unisce due verità ojfpoaU. 

Sia la diagonale della base SF=2, e la diacro- 
naie cercata ST=tt; il trianf^olo ASP nel quale 
cos SAP = — cos a , dark + + a/^r cos a ; 

parimente il triangolo TSP, nel quale cos TPS 

cesGSP, darà tt*=z* + J^^+2 A« <5os CSP. 
Non si tratta adesso che d' avere il coseno dell' an- 
iroloGSP, o dell' arco Ffl: ora neltriaii*z:ole sferi- 
co BFfl si ha cos FH = cos EF cos EH + sen EF 
sen EH cos K; sostituendo i valori EF=y , e^ E— 
cosg cos Ci co^ y y^.^^eos FH=cos y cos EH+ 

senadexiy . 
sen EH. ^ . senBHco8_€ 
( cos € — cos » cos y ) — — 4- 

fiona sena 
sen f oi^PiH )eos y _son ER f HH ro^ y 

sen X sen et 

Dunque 2hz cos FH , ovvero 2 hz cos CSP = 2 ^ 

zsenEH , ^, z son DH ^ f^-.^r. 
co» \i +2 h cos y . Jua nel tri&n- 

sen a sen a 
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il che da =/9e — =:g.lJanqac 

senoi sen^a 

2hz Gos CSP = 2//t c-os € + 2 ^ A C08 y . Dunque 
finalmente il quadrato della diagonale corcata 

n»=:/*4-^^-|-^t*4" oL-j- 3/^ cos ^+2^^ ^ ^'^^ ^ • 

Corollario. L'anp:olo solido A è formato dalle 
tre costole, ospl^nìì /, ^, nhe fanno tra lo- 
ro, d ue a due , angoli 200° a , 2oo* — C , y ; 

cosi basta di cangiare i segni di cos a, e cos ^ 

— a ^ — a 

nell'espressione di SE per aver quella di AM. 
Facendo lo stesso per le altre due dia^niiali , 
8* avranno i valori dei loro quadrati $ come ap- 
presso : 

— a 

S T=/*+^*+/t*+2 /^cos a+2 fh cos €+2 cos y 5 

— a 

AM=/*+g»-|-À*— 2/gcosct— 2/Aoos€+3g^co8y} 

— a 

BN=/*-f-g*-|-A*— 2 / g cos oc-j-2 fh cos 6 — 2 cos y 5 
—a 

CP«i:/*-f 2 COS «—a/ A cos €^2 g/^ cos y.. 

Da ciò si ricava 

Dnnqiie i/i o^/zi paralellepìpedo la somma dei qua^ 
drati delle quattro diaconali è uguale alla somma 
dei quadrati delle dodici costole. Questo Tcoronia 
notabile è analocco a quello, che ha luogo nel 
paralellocri'anuiio * ,e poteva dediirsi ininiediata- 
inente da quest* ultimo . Poiohè, per mezzo dei 
paralollograinmi SGTP, ABMN si ha 

a — a — a — a 
ST+CP = 2SC + 2SP 

Bn'^ 2 BÌiV 3 AB . 



36 HOTA T- 

Somoiaindo queste due equasiooi , e osservando 
eie abbiamo SG B M e 8P + ÀB^= 2 8 A V 
9 8B^ verrà • 

ST V AM + Bif + CP'L: 4 SA + 4 SB + 4 SG* 

P&OBLEMA VI. 

Essendo date le tre costole , cA^ terminano ad 
un medesimo vertice H una piramide triangolare ^ 
ed i tre angoli^ che queste costole fanno tra loro^ 
trovar la^solidità della piramide stessa. 

« 7* Sia SABG la piramide triangolare proposta , 
nella quale si eonosconole coitole SA=zfs Stì::^:^^ 
BCszh^ e gli angoU contenuti ASB=0i, ASC=r^^ 
BSG=x. So sopra le costole SA» Sfi, SG, date 
di grandessa, e di posizione, si descrive il pa- 
ralellepipedo ST, la piramide, eh' è il terzo 
del prisma triangolare BSANMG, sarà il sesto 
del paralellepi pedo ST. Dunque, chiamando P 
la solidità della piramide» si avrà, secondo 11 
Prob. vi, 

ovvero 

ifgh^UGn — — L_seu — ! Isen— Li sen ^ ' 

a* 2 2 . 

PkOBLaMA VII. 

Essendo dati i sei lati 0 costole d^ una pira^ 
mide triangolare , trovar la sua solidità . 

Se si conservano le medesime denominazioni 
che noi precedente Teureiua, e si liiccìa di più 

BQ=/,CA^^,BA;=^',siavràoos«=/'+^^""^\ 

fifg 
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eoa € ^ÙÌtlzÉl^ cos y = ^'+^*'^^' . Sosti- 
a/A s^gà 

tnendo questi valori ndlu formula già trovata, 

e facendo per abbreviazione 

•t avrà la «olìdìtà dimandata 

Neir applicazione di queste formule si osser- . 
vera che /'j g\ W indicano i lati d*una mode- . 
sinia faccia o baso of^g, h ^li altri tre lati 
o costole, che terminano al vertice, essendo la 

lor dis posiziono tale che / è opposto a y, g 

t 1 1 f 

a ^ , c « a /^ . 

Scolio. Sia Ala somma dei quattro trianoroli , 
che componjrono la superficie della piramide^ 
sia r il ragfilo della sfera iscritta ; è facile ve- 
dere che si ha l^rTAxì?*; perchè si può còni 
cepir la piiamidc decomposta in quattr' altre, 
che avesser per verti(;e comune il centro della 
sfera, e per basi le differenti facce della pira- 
mide . Sì ha dunuue il raggio della sfera iscrit- 
3P 

A 

PROBLSMA Vili. 

Poste le medesime cose che nel Problema rr. 
troifare il raggio della i/era circoscritta alla pi- 
ramide . 

Sia IH il centro del ciroolo oircosoritto al Fig. 8. 
triangolo SAB ; MO la perpendicolare condotta 
da) punto M sul piano SAB ; sia parimente N il 
centro del circolo circoscritto al trianjrolo SAG, 
6 NO la pérpendicolare alzata dal punto N so* 
pra il piano SAG . Queste due perpendicolari 
situate in un inedesimo piano MDN perpendi-» 
oolart a SA s'incontreranno in «n pun|o 0> ' 
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rhcjsarà il centro della sfera clreoscritta ; pci'- 
chè il punto O, come appai terienie alla perpen- 
dicolare MO , è cgualnieiUc distanlc dai tre 
punti S, E, A; e questo niodesimo punto, 
CDUie appartenente ùlla perpendicolare NO , è 
egualmente distante dai tre punti 8, A, G; 
dunque esso è e*2;Ualuiciite distunlc d<ii (quattro 
punti S , A , B 5 C . 

Si può immaginare che il punto M sia de- 
. terminal i) nel piano SA Fi per mezzn del qua- 
drilatero SDMll, di cui i due angoli D, e H 
sono rctli, e ove si ha SD = SH j ^5 e 
ASli — a. Dunque si avrà ( seooadu il Proble- 
ma li i.) DMs: similmente avre» 

sena 

mo DN^Cl: "-^ 

seu 

Si chiami D l'angolo MDN . che misura l'in- 
clinazione dei due piani SAB , SAC ; nel trian- 
golo sferico, di cui jt , sono i lati, D sarà 
)' angolo opposto al lato 7 9 e cosi si avrà cos D 

cos y — cos a cos ? j l 1» 1 

— ^ di modo che l'angolo D 

sen X scn t> 

può es^or .sii])posto cognito. 

Ciò premesso, nel quadrilatero OMDN, 
di cui i due angoli M , e IM sun retti , e di 
cui si conoscono i due lati MD , DN , e l'an- 
golo contenuto MDN = D, si avrà per Jl 

Problema 111 , il quadrato della diagonale OD = 

il,.!u ^)^:-.DMxDNeosD^ j,. 
sen* D 

2 a 2r 

golo CSD rettangolo in U si avrà SO~OT)-f-SD : 
questo è il valor del quadrato del raggio della 
fijfora circoscritta. 



Digitized by Google 



ir O T A T. 89 

Se 8i fk la sostituzione de' valori di DM» DN, 
ed in seguito quella de* valori di cos D , e sen D» 
affine d' avere immediatanienfe I* espressione 
del raggio SO per messo dei dati del Proble- 
ma vis si troverà per ultimo resultato S0=3 V 

//•sen*y-|-|^*sen*g+^*8en**— 2/^ Tcos a— oosScosr)") 
} — 2 ^òos € — co» et 008 y) — Ughf oosy^^j^f^ct-Ma^) \ 

V, 1 — cos^ €L — ooii* (i— 00»* y-|-2 cos a. eoa cos y J 

N 0 T A V^, 



Sopra la più corta distanza di due rette JMMS 
situate nel medesimo piano. 

Sieno AB» CD» due rette non poste nel me- jj-j 
desimo piano, rispetto alle quali si tratta di 
trovar la più corta H istanza. 

Fate passar per AB due piani perpendicolari 
tra loro, che incontrino CD uno in C, e l'al- 
tro in D ; dai punti C, e D abbassate GA , e 
DB perpendicolari sopra AB; nel piano ABD 
conducete DE pavalella , ed AE perpendicolare 
a BA, in virtù di che forinerassi il rettangolo 
ABD E; nel pinno CA K tirate CE, e conducete 
Al perpendicolare a O K ; finalmente nel piano 
CDE conducete IK paraloìia a DE fino all'in- 
contro di CD in K ; tate A Li=:TK , e tirate KL : 
dico 1 ° che la retta KL è perpendicolare acl 
un ten»po alle duo rette AB, CD; 2.° che que- 
f^tn medesima retta KL è la più corta rpog-ai 
altra, che unisca due punti delle linee A B.CD, 
e die la stessa KL , o la sua eguale Al, è per- 
ciò la più corta disianza cercata. 

Infatti t.° le tre rette AB, AC, A E essendo 
perpendicolari Ira loro, una di esse Afìè por- 
pendicolure al piano dall'altre due; dunque AB . 
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è perpcndicolafc ad AJ : d'altrr»nde KT è pa- 
jra iella a DE, e DE ad Aìì, dunque Kl è pa- 
ralella ad AB: e poiché si è fatto AlrrlK, n« 
segue che la Figura AJKE e un reltangolo. 
Ciò po9to, 1* angolo AlK è rclto, come pure 
Aie-, dunauo la retta Al è perpendicolare al 
piano KlU, ovvero GDE-, dunque la sua pa- 
ra Iella KL è perpendicolare al medesimo piano 
ODE , e per conscgaenaa è perpendicolare & 
CD. Daaqae I.** la retta Kh è perpendicolare 
ad on tempo alle due rette AB , CD . 

2.^ 8ia li un punto qualunque dellaretta CD; 
•e per questo punto si conduce MN paralella 
a DE« ovvero ad AB 9 la distansa del punf4> M 
dalla retata AB sarà eguale ad AN, poiché Tan- 
«^olo BAN è retto. Or», si ba AM > Al; dun- 
que Al è la più corta distanaa delle linee retta 
date AB , CD . 

8ienole p ^rpendtcolari CAira, e DB=AE=^; 
s'avrà CB=V(a* + ^*); i e perchè 1* area dal 
triangolo ACE si esprime egualmente per § ACx 

AB, e pcriCExAI, s'avrà AI=é^2<M = 

CE 

M h 

. Questa 'è V espressione della pià 



^rta distanaa delle due linee date . 

Se noi medesimo tompo si faccia la distanza 
AB=:c, e si chiami A l'angolo contenuto tra le 
due linee date , vale a dire l'angolo CDE cono 
tenuto tra la linea CO, e una paralella DE alla 
linea AB j il triangolo rettangolo COE in E darà 

oos CDE = 5^ , ovvero cos A= ^-r-: — r- ; 

CD ^(a^^b^+e^ì 

poiché si ha CD^= CE + ED = a» + . Da 
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ciò altresì proverrà senA 



e 



•cot A= 



e 



NOTA VII. 



Sopra i Polièdri simmetrici^ 



Per maggior semplicità abbiamo supposto 
nella definisione l6« Libro VI. cbe il piano, al 
lattale son riportati i Polièdri simmetrici, sia 
il pian d^nna faecia. Si poteva supporre cbe 
questo piano fosse nn piano ^nalonquo , ed al« 
.lora la definirìone diventa va più generale, senza 
cbe vi fosse da cangiar nulla nella Dimostra^ 
alone della Proposisiono II , in cai s' h stabilita 
la relazione scambievole de* due Poliedri. Si può 
ancora acquistare un* idea giustissima della ma- 
niera d'esistere di questi due Solidi, riguar- 
dandone uno de' due come Timma^in dell'altro 
formata in uno speocbio piano, il quale sta- 
rebbe in luogo del piano, di dUi abbiamo pa1^ 
lato* 



Questo Teorema, ch'Eulero ha dimostrato il 
primo nelle MtmorU di Pietroburgo dell' anno ' 
1768, offre più conseguenze, le quali meritano 
d'essere sviluppate. 

1.^ Sia a il numero dei triangoli , & il nu- 
mero dei quadrilateri, o il numero dei penta* 
goni ec, cbe compongono la» superficie d' «a 



NOTA Vili. 
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polié lro; il numero tof iì delle facfic sarà dun^ 
quc a-|-^-}-c-(-^f-j- eo , e 11 nuuicro totale de' loro 
lati sarà Sa-f-^^-f* 5c-|-6J e<;. Quest'ultimo nu- 
mero è doppio di quello delle costole, poiclie 
la medesima. custoU appartiene a due facce; cosi 
si avrà 

Jl:=za-\-b-\-c -\-d-\-ec. \ 

E poifbè, secondo il Teorema» di cai sì tratta» 
S-{-H = A4-d» avremo 

28 zr44'* + 2^+3c + 4^ + ®*^* 

La prima osservazione, che ricaviamo daguo» 
sti valori, si è che il numero delle facce di 
numero impari di lati a-\- c -\-e-^oc* è sempre 
pari . 

Si p\ìò far per abbreviazione u3^b-\^2C'\-^d'f-ec ; 
od allora si avrà 

Coq\ in oorni poliedro àvrassi sempre A ^gH, 
e {i;3> o_|-i H, ove bisoj^na osservare ohe il se- 
gno >- non eseludo V eguagìiansa» attesoché si 
p<»trebbe avere corro. ' 

11 numero di tutti ffli an^roU piani d*an po- 
lièdro è 2 A , quello oogli angoli solidi è S, di 
modo che il numero mmio degli angoli piani ^ 

y ' , ^ 3 A 

ohe formano oiascun angolo soiiao , e . 

Questo numero non può esser minore di 3, 
poiché son necessari almeno tre angoli piani y)er 
formare un anj/:olo solido; così deve aversi 
2A>3S, il sejrn(»> non escludendo l'egualità. 
Se si pongono in vece di A , e S i loro valori 
in II, e si avrà 3 H + > 6 + i H -f i u; , ov- 
vero 3 11 >• 12-f-w . Rimettendo i valori di 11> 
e w in a, ^ 5 c, ec. ne resulterà 
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ove si vede cTiea, c non pos«Jon essere zero 
nel medesimo tempo, o pariii'cute (;lie non esi- 
ste alcun poliedro, di cui tutte ie iaoce abbia- 
no più di cinqi e lati . 

Poiché si ha B>-4-j-jw5 la sostituzione nei 
valori di S, e di J\ darà ^>-4-f f co, e j^>-6-|-w. 
Ma si ha ancora UXC3H — 12; e da ciò resulta 
S'<2fl — 4^ ® -A ^ofl — 6, ove CI ramiuenle- 
remo che i sejrni e <: non escludono l'e- 
guaglianza. Questi limiti haa luogo general- 
mente in tutti i poliedri. 

2.** Supponghiamo 2-A >4g, il che convien© 
a; un* infinità di poliedri, e particolarmente a 
quelli, di cui tuffi gli angoli solidi son formati 
da quattro angoli piani o più ; si avrà in que- 
sto caso ovvero, facendo la sostitu- 
zione 9 

Dunque bisogna che il solido ahhia almeno 
otto facce triangolari ; il lin ite P >8'-f w dk 
S>6-|-u>5 e A> i2-)-2u). M;i si ha nel me- 
desimo tempo ct) -< H — 8 j laonde da ciò resulta 

S<:H — 2, ^ <2U~4. 

3.** Supponghiamo 2 A > 5S, ciò che abbrac- 
cia tra gli altri pel édri quelli, di cui tutti gli 
angoli solidi sono almen q^uintupli, e ne resul- 
terà H>'2 0-|-3uj, ovvero 

a > 20 -f- 2 ^ -f-, 5 c + 8 <i + ec., 

e si avrà insieme S > 124-2 w, e A >-3o + 5w» 
finalmente dall* essere w <: ^ f II — ar ) si rica- 
cavano i Umiti S -<i ( B — 2 j, A <:f ( 11 — 2 ). 

Non si può supporre 2A =r68, perchè si ba. 
in generale 2A-f2ci)-|-i2=i6S; dunque non 
vi è alcun polièdro, di cui tutti gli àngoli so- 
lidi sien formati da sei angoli piani, o pin . 
Infatti il minor valore , che avrebbe cìascnn 
angolo piano , T un por [ V altro 9 sarebbe quell* 
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deiranjjolo d'un triangolo eqiiil<atcro , ft sei dì 
questi angoli farebbero quattro retti; U che • 
troppo granfio per un angolo solido. 

4. Ctuisifleriamu un poliedro, di cui tutte lf> 
fa<:co >ieno triangolari, si avrà a)=o, il che 
dark A n ^ H , e 8:zr2-}-^H. Supponiamo in 
olire elle tutti gli angoli solidi d'un poliedro 
si^Mio in parte quintupli, e in parte sestupli; 
sia p il numero degli angoli solidi quintupli, q 
quello dei sestupli ; s* avràS=:/?-{-^, e 2 A=:5/7-f-6^» 
il elie fla 6S — 2 A~p: ind. abbiamo d* altronde 
A = M1 , e H ; dunque /?i=68 — 2 A~i2. 

Dunque se un polièdro ha tutte le sue facce trian- 
golari , ed i suoi angoli solidi sierio in parte 
quintupli^ e in parte sestupli^ gli angoli solidi 
quintupli saranno sempre in numero di 12-1 se- 
stupii potrann<» essere di nuuieio qualunque: 
eosì, lasciaudf» ^ inteterminato, si avrà in tutti 
questi solifli 8= 12-f-^ » Hz::2c-j-2y , A=:3c-f 3$^'. 

Tei-mineremo queste appli»;azit>ni con la ri- 
cerca «l«d numero delle coudizioni, o dati nccos- 
sarj per detcruiinaro un poliedro , Problema in- 
teressante , il quale non sembra che sia stato 
ancor risoluto . 

H^npponiaHio primieramente che il poliedro sia 

una specie determinata^ e vale a dire che si 
conosca il nuuiero delle sue Tacce, il numero 
de' loro lati individuahueiite , e la loro disposi- 
ziono gli uni riguardo agli altri. Si (Mjnosoon. 
dunque i numeri H,S, A, come pure « 3 Z», c, df, 
ce: d'altro non si tratta iiiorcbè d'avere il nu- 
niero dei dati effettivi, lince, o angoli, per 
mezzo de' quali il jjoliédro po^su esser costrutto, 
0 determinato . 

Consideriamo una delle facce del poliedro , che 
noi prenderemo per base. Sia n il nttinero dei 
suoi lati ; bisogneranno 2 w — 3 dati per determinar 
questa base. Gli angoli solidi fuor della baso 
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90110 in numero di S — re; il vcrtico di ciasoun 
unu;;olo esige tre dati, per la sua determinasìone ; 
cosi la posizione di S — n vertici esigerà 3S— 3» 
dati» ai quali aggiungendo ì 2n — 3 della base» 
s'avranno in tutto 38 — n-^ 3. Ma questo nu- 
mero è in generale troppo grande, e aebb' esser 
diminuito del numero delle condizioni necessarie 

Serohè i vertici » che corrispondono a una nie- 
esima faccia, sìeno in un medesimo piano. 
Abbiamo obiamato n il numero de' lati della 
base, e si cbiauiino parimente n\ n" ^ en. i-^nu* 
meri de* lati dell'altre facce» Tre punti detor* 
minano un piano*, cosi ciò^ cbe si troverà di 
più di 3 in ciascun de' numeri n*, ìi!\ ec. , darà 
altTCttante condizioni perchè i dilForenti vertici 
sieno situati n.ei piani delle facce, alle quali 
essi appartengono; ed il numero totale di que* 
sto condì aioni sarà eguale alla serie (n^ — 
{n" — 3 ) + ( n*"— 3) eo. Bla il numero de* ter^ 
jiiiiii df questa seri» e H— 1$ d'altronde n-f-iZ-f- 
n'^'\^o. =: *2 A : dunque la somma de' termini della 
serie sarà 2A— 1» — 3(H — 1). Togliendo que- 
sta somma da 38 — » — 3, resterà SS — 2 A 
-}-3H — 6 \ quantità, che a causa di S-f-H=A-f-3* 
si) riduce ad A . Dunqae U numero de* dati ne- 
cessarj per determinare un polièdro fra tutti quelli 
della medesima specie è eguale al numero delUn 
costole. 

Ossei:viamo frattanto ohe i dati, di oni si 
tratta» non deggion esser presi a caso fra le 
linee» e gli an;:;oiÌ5 ohe costituiscono gli ele- 
menti del'^oUódro; poiché, non ostante che si 
avessero tante equazioni che incognite , potrebbe 
suecedere ohe certe relazioni tra le quantità 
cognite rendessero il Problema iudetenninato • 
Cosi sembrerebbe secondo il Teorema che ab* 
biaiu trovato, che la conoscenza delle sole co* 
stole servisse generalaiente per det«rniinare aa 
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poliedro ; ma vi sono de* oasi » ove questa cono* 
ioenaa non è soffiotente. Per esempio, essendo 
dato un prisma non triangolare qualunque, si 
potrà formare un' infiniti d' altri prismi , ohe 
abbiano dello costole eguali » e disposte nella 
stessa maniera. Poiché, allorquando la base ha 
più di tre lati 9 si può, conservando i lati, can- 
giare gli angoli* e dare ancora a questa base; 
un'infinità di forme diverse; si può cangiare 
ancora la posision della costola longitudinale 
del prisma per rapporto al pian della base i 
finalmente si possono combinare questi duo can* 
giamenti 1* uno con l' altro , e ne resulterà sem- 
. pre un prisma , lo cui costole , o lati non avran- 
no cangiato . Da ciò si vede ohe le sole costole 
non servono in questo caso per determinare il 
solido . 

I dati , che convien prendere per determinare 
nn solido, son quelli, che non lasciano^ alcuna 
indeterminaBiono , e non danno assolutamente che 

una soluzìon sola. £ in primo looffo la base 
Kg. s, ABGDG sarà determinata tra tutte l'altre ma« 
niere se si conosce il lato AB con gli angoli 
adiacenti HAC, ABC, per il punto Gì gli an- 
goli BAD, ABD,per il punto D;e così dogli 
altri . Sia in seguito M un punto, di cui bisogni 
determinare la posisione inori del pian della 
base ; questo punto sarà determinato se nell' im- 
maginarsi la piramide JfABG, o solamente il 
piano MAB, si conosceranno gli angoli MAB , 
ABM, e r inclinazione del piano MAB soprala 
bascABG.Sesi determina, per messo di tre simili 
dati 9 la posizione di ciascuno dei vertici del polié« 
dro fuori del pian della base, èjchiaro che il polié* 
dro sarà assolutamente determi nato in una maniera 
unica; di modo che due poliedri costrutti coi 
medesimi dati saranno necessariamente eguali ; 
. sarebbero per altro simmetrici V uno dell* altra 
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se fossero stati costrutti uno aldi sopra, ed uno 
«1 di sotto del pian della base. 

Non è sempre neeet^rio d'aver tre dati per 
determinare oiasonn angolo solido d*un pbitddro; 
perchè 9 so il punto M dee trovarsi sopra un piano 

f là determinato, di cui Tinte rsezion colla base sia 
]Qr ^servirà dopo aver preso FG-a piaciuiénfo co- 
noscere ^lì angoli M6-F , TULFQ ; così bisognerà un 
dato di ineno. Se il punlo M dee trovarsi sopra 
due piani già determinati , o sulla loro interseaio- 
ne comune MK, che incontra il piano ABG 
in K, si conoscerà il lato AK, V angolo AKM, 
e r inclinazione del piano A KM sulla base; ser* 
vira dunque d'avere per nuovo dato 1' angolo 
HAK . Dunqae il numero de'dati necessarj per 
determinare un poliedro assolutamente, o d'una 
maniera unica, si ridurrà sempre al numero 
delle sue cotjtole A . 

11 Iato AB, «d un numero A — i d'angoli 
dati determinano un polièdro; nn altro lato a 
piacimento , ed i niedesmii angoli determineran- 
no un polièdro simile. Da ciò ne sc^rue che il 
numero delle condizioni nécetsarw ftrche due po' 
hédri della medesima specie sien simili 9 ò eguale 
numero delle costole meno uno. 
Il l'robiemaacheabbiam risoluto, sarebbe molto 
più semplice sent>n si conoscesse la specie del po- 
liedro, ma solameìileil nnmero de' suoi angoli so- 
lidi S. Determinate allora tre vertici a piacimento 
per mezzo d'un triangolo, ove saranno (re dati; 
questo triangolo sarà riguardato come la base 
del solido; in seguito i vertici fuori di questa 
base saranno in numero di S — 3; e la detcruii- 
nazion di ciascun esigendo tre dati, è cdiiaro 
che il numero totale dei dati necessarj per de- 
terminare il poliedro sarà 3+3 (S — 3], ovvero 
oh — 6. 
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Bisoo^neranno dunque 3S— '7 0ùndùàoni perchè 
dne poliedri, clie hanno un eo^ual numero S di 
angoli solidi, «ieno siuiiii tra di loro, 

N O.T A IX. 

Sopra i Polièdri Regolari . ( V^edete VAp' 
pendice al Liibro VII.J 

Nella Proposizione II. di questo Appendice 
ei siamo applicati a dimostrar l'esistenza dei 
cinque polièdri regolari, e vale a dire la possi- 
bilità di disporre un certo numero di piani 
eguali di tal maniera che ne risulti un solido 
unitbruie iti tutta la sua estensione. Ci è sem- 
brato che in altre Opere qucire disposi xioni sie- 
no state supposte esistenti senza rcadcrne JJ^ran 
ragione, ovvero nv>n sian dimostrate se nt»n ohe, 
come ha fatto Euclide ^ con delie Figure cum- 
plicate , e difficili a intendersi. 

I Problemi, uno cioè di determinare 1* incli- 
nazion di due facce adiacenti d'un poliedro, e 
quello di determinare i rag;;i delle sfere iscrit». 
ta, e circoscritta, ion ridotti nei Problemi IH, 
e IV. a semplicissime eoatruzioni ; ma non sarà 
inutile d' applicare a questi Problemi medesimi 
il calcolo trigonometrico, che* darà d'altronde 
delle nuove Proposizioni. 
Fig. IO. Sieno b, c ì tre angoli piani, che compon- 
gono l'angolo solido O, e sia proposto di tro- 
vare l'inclinazione dei piani ove sono gli angoli 
a, e ^ ; si descriverà col centro in O il trian- 
golo sferico ARC, nel quale conosconsi i tre 
lati BC— a, ACmi, AB— c, e bisognerà trovar 
1* angolo G uuatenuto tra i lati a, e b . Ora, pec* 
- ^ _ , . , ^ case — (ros/jcosA 

le formale cognite » fi ha cos ti=i ^ * 

Sùauàeiib 
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Queste formule applicato ai oinqne poli<$dri 
golarl ci faranno ooao«cer^ 1* ìnolinasion di 
duo iacee adiacenti in eìasóoao di questi folidi . 

Nel Tetraèdro i tre aii$roli piani, che oom- y,*- 
pongono l'anplo solido 8, son angoli di trinn- 
f[o1i equilateri : aia dnnrjne la mezaa-oircoaferen- 
aa , ovrero l'arco di 2oo*=ir ; a' avi* a^zlrzzciz \ n . 

dnnqnecoa n -- <^^'^^-^^^'^ ,^ CQS«( l -oos^) ,^ 



«en*a I— eoa""» 



coatf 

— Jua 81 aa che eoa { t =: | ^ danqae 



1 cos a 

Neir Esaèdro , o Cobo i \ tre angoli piani, che 
fonnan T angolo aolido A» aon angoli retti ; cosi 
abbiamo as^=i?=§9r,eooa0=?o;S dufique eoa 
0=0. Dunque l'angolo c|i due facce adiacenti h 
nn nngolo retto. 

NelPOttaódro,seaifta=:DAS=ÌT, ^=T>AT Fig. i3. 
=iir, c=TAS=|t, ai wik coaC=.2!lÌiZ; 



•eoa* \ -K 
aea*fT 



Ora,cia|ir=o, eoa-ìir=:Ì9 8en|-9r = §>>/3;dttii» 
^ne co8G=^§.*Da ciò ai vede che l'inclina-» 
liori delle facce dell'Ottaèdro, e quella delle 
facce del Tetraèdro aon auppleroento V una 
'^ìr altra. 

Noi Dodecaedro un arfgolo aolido \t formato 
da tre angoli piani, eguali ctaacuno all'angolo 
d'un pentaoroao regolare; coaì, facendo tfsl<=: 

c=:|?r, 8 avrà cos tiss. ■■ ma cos|^ — 

— aen w=:— 2L-: dunque eoa C = — = 

4 5 — 

. • . # 

, aen ^1 = -^, e tang C=:— a» 

V 5 V 5 

4 



So HOT A IX. 

lift- 15- Neiricosaédrobisognafarc=:CB'D'=jT9a = 

fc=CVA'=ÌT, e s'avrà oosC =22±L=l22!lÌi= 

Bea 

V5)— ^ ^^..1nnnrnP«Pn 0 = *. Tali 

tono r espressioni semplioiAsiine , con le quali 
' determinasi riaclìnation di due facce nei cin- 
que poliedri regolari. Ma osserveremo ohe si 
sarebbero tutte potate comprendere in una soia 
e medcsìna formula. 
Fi«. i6. Difatti sia » il numero dei lati di ciascuna 
' faccia, I» il numero degli angoli piani» che si 
riuniscono in ciascun angolo solido; se dal cen- 
tro O9 o con nn raggio =l descrivasi una su- 
perficie*8ferica,.cbe incontri in p,q ^rìe Hnee 
rette OA, OC, OD, s*avrà un triangolo sfe- 
:rÌ€o pqr^ne] quale si conoscono l' angolo retto r, 

l'angolo 0= — ^ e T angolo si avrà dunque, 
m .71 

cos P Tur 

per le iòratttle cognite, cos — ^ . Ma cos f r= 

. eos GODrisen GDO = sen j^C, C.indioando V an- 

• m 
cos-^ 

goio GD£: dunque seniCs: ; formula ge- 

sen— . 

n 

neralc^che applicata successivamente ai cinque 
polièdri darà i medesimi vaìori di cos C , u di 
1 — 3 sen^^G, che con altro metodo abbiam 
trovati. Per questo- fine bisogna sostituir in 
oiascun caso i valori di m, e cioè. 

Tetraedro, Eatédio f Ottaédio ^ Dodecaèdro , looiaédn 

m= 3 • , 3 , 4 » 3 ,5 

ìizz 3 , 4,3, 5 , 3* 
Il medesimo triangolo sferico pq*"» dal quale 
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abbiamo dedotta l' iacUnasion di doe facce 
adiacenti , dK ancora cos p q szoot p cot q» ov« 

vero cot — cot ~ . Dunque j se ti chiami R 

il raggio della sfera circoscritta al poliedro, e r 
il rag<TÌo della sfera nel medesimo iscritta si 

Hvrà — =tang— tang ; d'altronde» facendo il 
r , m n , 

m 

lato AB=a » si ha GA= ~1 — , e per oonseguen* 

sen* . 
n 



aa -j* ■■, . Queste due 'Oquasioni , da- 

sen*^ 
li 

ranno per ciascun poliedro i valori dei raggi 
R , e r delle sfere eiroosoritta, ed iscritta . Ab- 
biamo . pare » supponendo G cognito 9 r = § a • 

oot-^tang JG, e R = ^ a tang— .tang^G . 

Nel dodecaedro 9 ed icosaèdro si vede ohiaro 

R ▼ 
•he il rapporto — ha il valore medesimo tang — 

tang ^ . Dunque , se B, è lo. stesso per ambedue é 

r 'sarà pure lo stesso, e vaia a dire ohe,. se 
questi due solidi sono iscritti in una medesima 
sfera, saranna ancora mrooscritti alla medesima 
sfera, e reoiprooainentc . La medesima proprietà 
ha luogo tra V esaèdro , e T ottaedro^ poiché il v a« 

R V ' 

loro -y sì per 1* uno» come per T altro e tang 

taug^. 
4 



Digitized by Google 



52 



1F09A IS. 



S' osservi che i poliedri regolari non fona i 
solidi soli 9 olle sien formati da dei poligoni re** 
golari eguali; poiohè^ se si addossano per una 
&ccia comune due tetraèdri regolari eguali, ne 
resulterà im solido ibrmato da sei triangoli egoa* 
11 5 e tatti e({uilateri • Si potrebbe formare an- 
eora un altro solido con dieci triangoli eguali,. 
•4 equilateri . Ma 1 poliedri regolari son però i 
soli, cbe abbiano a un tempo tutti gli angoli 
solidi eguali . 

N O T A X. 



Sul f area ^del Triangolo sfèrica, 

8ia 1 il ragcrio della sfera jTt la niezza-cirrnn- 
feronea d' »in circolo; sienofl, b^c ifre luti d' un. 
trlancrolo sferico; A, B, C gli ardii di gì in 
circolo, ohe misaraiio angoli ujìposti. .^ia 
A-f-B-|-C — 7r:=:S: secondo ciò, che è sti.to 
diijiosf rato nel tesfo 1' area del triangolo sfe- 
rico e ug'uale all'arco S moli ipl ic af o pel raggio, 
il Qual prodotto è parimente ra{)preie citato da 
S. Ora, per le analogie di Neper , bl ha 

A + B C a — h a+b 

$aog ■ — : cot — ; ; cos ; cos -, 

2 2 2 a 

da'questa proporzione ricavando il valore di tang 
J(A-j-B), se ne dedurrà facilmente quello di 

tang ( J A-^iil-(-iC)=!-^cot i8,es'avràpure 

cot JS=: — i ; 

senG 

formula semplicissima » ohe può servire a calco*» 
lar l'are^. .d' un triangolo sferico quando si co^ 
noscon due lati a, ^, e 1* angolo contenuto C* 
Si possono lanoOTa dedurre più conseguenae nor 
tabiU. 
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1* Se l'angolo G è costante, come pure il 
prodotto cot f coti, Tarea del triangolo «feri- 

co , rappresentata da 8, reste A anch'essa co- 
stante, Dunqne due triangoli CAB, CDE, che Fig. 17.3 
hanno un angolo eguale C, saranno equivalenti, 

rangi (,H, e vale a dire, se le tangenti delie 
meta dei lati , cbe contengono Tan^ulo eguale 
«len^rcriprocaménte propoTsionali. * 
a. Per fare sul Iato dato CD, e col medesimo 
angolo C un triangolo CDE equivalente al 
triangolo dato CAB, bisognò determinare CE 
medranfe la proporzione 

**"o*if ^ ' - ^' "^ • • ^ang i CE. 

3° per costruire c<m l'angolo al vortice G 
un triangolo isoscele DGE equivalente al trian- 
golo dato CAT], bisogna prendere tang CD, 

0 tang I CE media proporzionale tra taniré Ca! 
« tang ,^CB . ' © a 

4.°Iia medesima fnrfnnU'^^fi g-^<^Q^ìa<^otéH-^QsG . 

1 senC 

pilo condurre a dimostrare in nna maniera sem- 

plic.ssiina la Proposizione* xxvi. del Libro VH 
cioè , che di tutti i triangoli sferici formati con ' 
due lai . dati a, e b, il maggiore è quello / nel 
quale 1 angolo C contenuto tra i lati dati iia 
cgoalc alla somma degli altri due A, e B. 

« ^oj ranrgin OZ = I descrivete la mezza-dr- p c 
cunf rcriza VMZ ; fate Parco ZX = C , e dalP al- 
tra p;nfe del centro prendete OP = cotè« 

001 T ^ ; finalmente tirate Pi, ed abbassate XT 
perpendicolare sopra PZ . 

Ne\ triangolo rettangolo PXY si ha coi P=: 
Pi _ col: a oo t 134. co9 C , ^ • 

5^ SSTC • dunque P= ^ s j dun- 
que le superficie S Bàxkhh maximum se lo gara 



/ 
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l'angolo P. Ora, e evidente che ,se si conduca 
FM tongen te della oirconferenza , l'angolo MPO 
tara il mammum degli angoli P, ed allora si 
avrà DlPOisMOZ— ìt. Dunque il triangolo 
sferico, fbmuito con due lati dati , sarà un ma» 
ximum sé 81 avrà | S = C — J tt , ovvero C=A-}«il ; 
il che si accorda con la Proposizione citata . 

Si vede nel medesimo tempo in virtti di que- 
s^a costruzione che non vi sarebbe luogo al ma- 
ximum se il punto P fosse dentro del circolo, e 
vale a dire se s' avesse cot ^ a coi J -< l : condi- 
zigne, dalla quale ricavasi iu seguito cot^a<^ 
tang ^ i», tang (Itt — 7,0) <; tang , ^tt — ia-<.hb, 
e finalmente tt <:fl •+ ^ -, il che concorda pur coiio 
Scolio della medesima Proposizione. 

PROBLEMA I» 

' IVtivare la superficie d* un Triangolo iftrieo per 

m«*zo d€^ suoi irò lati . 

A questo fine hisognerà nella formula 

eei i a»— ^^^i^^^^ é^ + cosG 

sen G 

fostif nire 1 viafori di séti C , e eos G espressi per 

^ 1 ^ _ . , -->, cos e — 00» a cos b 
a, o^ c: om t » ha eos tt=:«»j 

sena seni» 

^ ^ é. t ^tt l + cosa 1-4- rese • 
^eotitfcot^psr ' — da eiò re» 

sena aeno 

nilta 

^oa C -j- cot ^ a cot ^ozz ' ^ ^o^^ 

sen a sen h 

Oltrediciò il valore di cos G dà 

I iena sen ^ sen asea^ 
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sen a sen ^ sen a sen J 

Moltiplicando tra loro queste due quantità, ed 
cstraendp la radice quadra dal loro prodotto, si 
avrà *^ ' 



2 VC ~nf±!±5scnfd±:£serd:fi:Ìsen^±S=?^ 

8enC= . ^ g ^ " g / 

senasca^ 

Dunqne alla fine 



2V| sen * ' .^sen— J 5en-X_senJ-- — 1 

\ 2 . 2 2 i / 

Qoesita formula risolve il Problema -proposto ; 
ma si può arrivare eaiandio ad un resultato più 
sempltee. 

Perciò ripi^ndiàmo la formula - 

* senC 
e ricaveremo subico i +cot* $ S , ovvero» 

^ _ COt * jtf fiOt* j ^ + ^ <tf >^Ol"' C08 C +1 

«Jcn^iS"^"" .scn*G ^ 
Ora^ il valore di cos G da 2 cot g a cot ^ ^oosG:;: 
cos c — cos a cos ^ _ _ " . 
r-; 5 mettendo nel numeratore in 

2sen* ^asen* 

luooo di cos c. cos a, cos b ì loro valori l — 
2scn= ic,i— 2sen*èa, l-^aìpen* ib^ e ridoeen- 
do, si avrà ' ^ 

2 cot s 41 eot g cos C :zz l . — 2- • 

sen*§asen*i^ - 

D'altronde abbiamo 
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l^8en-ìa--senM^^^ Dnnque, fosUtaeddo 

. , . ^ 1 1— sen*4c 
quc«^ valori,otterremo j-- = — 

il eh© fiommiiustra scn ^a^. » 
e rimettendo il valore di sen C, « ka 8en§8 = 

2 COS I a«os ^ ^ COS ^ « 
formala comoda per il calcolo logarìtmico. 

Se si moltiplica qoefta perii vaUredi cot^S, 
resulterà tosto 

t4-cosa-4-co«^cosc cos*ia4-oos*5^-f-cos*ic — i 

4C08iacoii^8Ìc 2 008 i A cos 1» cos è c ' 

nuova formala « che ha il vantaggio d' esser 

tutta compesta di termini rasiouali . 

_ i->-oosi8 ^ Tc_^ 

Da questa ricavasi ancora — — , o tang f c — 

^ sen 1 S 

I«^ co8^4a-^os'4^— cos* Ì0"}"2C08 4a cos Ibcos |c 

^ // fl-U^-i-cl »+k^C a^c—b b-^C'-a\ 

V 2 ^ SS « / 

Ora il numeratore di questa espressione può esser 
messo sotto la forma 

(l— COB^iia) 008* i*)— (cos Ì«C0S 008 ic)S 

ed allora si decompone in due fattori» oioè^ 
8enaasen§^-|-co8§« cos §>— cos , e sen jasenj^— 
eosl^cos ^ cos ^ c ; questi ridoconsi ulterior» 
• mente» il pruno cioè aco8(§a^è^)— co8ic= 

fjftirf-'^^'^^'^f"^^"^! il seconda a cosi 
é 4 



\ 
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KOTÀ X. 57 

cos(i« + ii) = 2seri -J— 1— set — ' Don- 
que tan^ |8= : , 

48en — ' ' gen~ g^*-- ^ ^ - 

4 4 + 1 



\/ [ scn— !— !~8ca— L senr-^^^ sen— LLJl 1 

^ V 2 2 2 2 ) 

Dunque in iillimo tanor|8 = 

Vftaogli±J:;^„gd±:Saagd:^ 

V 4 4 4 4 / 

QaesU elegantissima formula è dovuto a Si- 
mone Lhuilller. 

P&OBL£MA II. 

t 

JEssenia iaiì i tr§ lati I?r=i i , A Cz=zh , A T—c , Fig. 19* 
determinare la ■ pasìsàene del punto ì , polo del 
eireolo cireofcritto Triangolo AB(^. 

Sia l'angolo A eT=F, e Varco AI=:CI=:BJ=«, 
nei triangoli CAI, CHI si avrà, por le formulo 
cognite, 

CQSX=Z -y = 3 . . COtc ~ > C0ttf)> 

sen»sen^ son^ ^ x-^co^é - 
C08(t.— cot^^Dunque — 1- ^%ovvero 

«o»C+.en C f«g;r=L^+°osi)(i-cosa). 

sonasene 

do in quest'equasione i valori di oos G, e sen G • 

espressi per fl, e, e facendo, per abbreviare^ 
M==v'(l— coa^a— cos*A— oo9*c -|- 2 cos d cos h cose), 

•e ne dedurrà tang *=i±l±Ipr22:i > for- 
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mula 5 che determina l*anjrolr) ACl\. Si può os- 
prrv.ir che a motivo dei ttiiinoroli isosceli ACJ, 
j\liJ, KCI si ha AGl=: i(C + A- in , avreb- 
Lesi parimente BGl = .i( B + G — A ), BAlzr 
5 f A + B — G ) . Da ciò risultano queste formule 
rigiiardevoli 

faiig j ( A + c -B) == i±£2iiz:::2!i:z£2ff . 

* i/Tj I A\ 1 + cosa— cosi — cose 
tangUB + C— A)=:--i^ • 

x/A LT> i-f-coflc— cosa— cosi 
tangà(A+B-G)= -i- — . 

alle quali si può ajrjijiuncrere quella, che dà 

cot^S, e può mettersi sotto la torma 

v/A I -n 1 ^\ — I— COSA — *iCìsb — cose 
tangJ(A + B+C)= : 

Il valor di tangente che abbiamo trovato » dà 

1 ofi-Lcn^h^] — fMcr)ri — rosa) 

+tang*jp,ovvero = — ■* 

cns*x A 

oog* i h se» * i c sen* J a ^ 

— W ' *' 

dunqoe ^^i^^^^ ^^^^ ^c^^^^a 

C08X M 

equazione cos col p = tang*^ ù coi p 

6i ricava tang ^=" °"^ ^ - ; dunqoe tang p zs 



2 sen $ asen 1 5 sen 



^ // a-t-^-i-c a-\-h — c a-4-c — b b-\-€ — a\ * 
V 1 sen * ^ sen .aen^ sen-J— _ i. 

^ \ a a a 2^ / 
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FBOBLBMA UT. 

Determinare sulla superficie della Sfera la lìnea^ 
sulla fuale san situati tutti i vertici dei Triangoli 
della medesima base , e della medesima superficie . 

8ia AEG uno dei triangoli sferici, di cui la Fi^'. a©, 
base comune è AI? = c, e la superficie data * 

una perpendicolare 
indefinita alzata sopra il mezzo di AU; avendo 
preso IP eguale al quadrante, V para il polo 
dcir arco AB, e l'arco PGD condotto pei punti 
P, C sarà perpendicolare sopra AB. 8ia ]lJ=:p, 
CI)=i^ ; i trianooll rettangoli AGD, BGD, nei 
quali si ha AC=zb , BC=a, Arr=/7-f Jc, BD= 
p — ic, daranno cos a^icosq ros (p — .^c),cosi= 
cus^ COS (p-^ic)» Ma. ai è trovato di sopra 

cot I S — ^ * ^"t" ®08 

sen a sen b son G ' 

sostituendo in questa formula i valori co.q a-j-cos^:::: 
2 co» q cos p cos c, 1 — cos c — 2 ♦ n« ^ l c , sen b 
sen C =::sencsenB^2sen ^ccos^csen JJ, s'avrà 

sen «sen ^ csen B 

D'altronde nel trianoolo rettangolo BCD si 
ha ancora sen a sen B=:scn q\ dunque 

cot ^ S=: 1 ' 

seo i c sen q * 

ovvero cos p cos q — cot ^ S sen i c sen q — cos c . 
Questa è la relazione tra/?, e che dee determi- 
nare la linea , sulla quale son situati tutti i 
punti G. 

Avendo prolungato IPd' una lunghezza VKzzx, 
tirate KG, e sia KC=^jr ; nel triangolo PKG5 
ove si La PG=:^7r — e l'angolo KPCziTr— /?, 
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il lafo KOsi troverà mediante la formula oos KC=: 
cos KFC scn PK sen PC + oos PK cos PC , ovvero 

cos sen q cos ap— scn x cos ^ cos p -, 

nella quale sostituendo, in vece di cos q cos il 
suo valore cot 3 S sen a c sen q^coa^c^ si avrà 

cos>c=sen «cos Jc+É»** (^^*^'^^'^" * i 
Da ciò si fa chiaro che, se si prenda co»« — 
sen X cot i S scn ^c^O^ ovvero cot « i=i cot 
senic avrassi co8j^=sen«òos ^ c, e così il va- 
lore di X verrà a diventare costante . 

Dunque, se dopo d' aver oondutlo IP perpen- 
dicolare sol meno della base AB , si prenda al 
di là del polo la parte PK tale che cot PK = 
cot § S sen tutti i vertici dei triangoli» che 
abbiano la medesima base e la medesima su- 
perficie S» saranno situati sul piccol circolo de- 
scritto dal ponto K» come polo» a una distanza KG 
tale elle cos KC = scn PK cos i c , 

Questo bel Teorema è dovuto a loxell . (Ve- 
dete il Tomo V » Parte h dei Nova Actt^ Pétra- 
poliiana») 

N O T A XI. 
Sulla Proposizione III. del Libro FUI. 

Questa Proposizione può esser H imosfrn fa più 
rijiorosamcnte ripoiM anrlnla ai Leuiuii preliuìi- 
nari nella maniera se;;ne»ìle. 

T)h-u prin.inr iiiienu; Uè la superficie *:onvessa 
terniiniita dalle costole , o spigoli AF,BCir,0 
"''dtii^li ambi A uB, V x non può essere minor 
di>*rreltanij!,ol(> AHii-F, eli' è porzione -conrispOB* 
detUe della snperficii^ del prisma iscritto,^ 

Intatti , sia 8 la superficie convessa, di cui si 
tratta , e sia 3 se è possibile 9 il rettangolo ABOF9 
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Avverò AfixAF=È5xM* H essend<^ nini qua»- 

tith positivi^ . 

Prolungate T altezza AF del prisma» e del 
oilindro SnoaduDa lunghezza AF' eguale a n 
voile AF, n essendo un numero intero qualun- 
que . Se si prolunghin così ne] medesimo tempo 
il oilindro ed il prisma^ è chiaro che la superficie 
convessa , cgmpresa tra le costole AF', BG', 
conterrà n volte la superficie S di maniera che 
si avrà 8'=:» Sj e perchè n xAFsrAF', si avrà 
ABxAF'=:iiS+»ll=:S'-f Ora n essendo 
uu numero intero qualunque» e H una superficie 
data , si può prendere n in modo che si abbia nUL 
maggiore del doppio del segmento A.uB, poiché 

basta per questo di farn>-5^^^5j dunque allora 

iJ rel tan^oìo ABx AF^ ovvero la fjnperfìcie pinna 
A BG-'F' sarebbe iiuia^ioredcììa siiperfiric^ clrron- 
dantc, composta della superficie convessa S', e 
dei due segni enti circolari eguali A ri 11, V x Qr\ 
Ma , al cont rario . la seconda superficie è maggior 
della prima, in virtù del primo Lemma prelimi- 
nare ; dunque i° non si può avere S <C A BGF. 

D4co in secondo luogo che la medesima super--' 
ficie convessa S non può esser eguale a quella de) 
rettangolo ABGF. Poiché supponiamo ,8*0 pos- 
sibile 5 che prendendo AB = AB, la <?n perfide oon^ 
vessa AMK sia eguale al rettangolo AFKE j per 
nn pnntoquaìnnqueM dell'arco AME conducete 
le corde AM, ME, ed alzate BN perpendicolare 
sul pian della base. I ire rettangoli AMNF, 
MEKN, AEKF, avendo la medesima altezza» 
stanno tra loro come le respetfcive basi AMs MB, 
AE. Orasi ha AM+ME>^ A E-, dunque lasomma • 
dei rettangoli AMNF, MEKN è maggior del 
rettangolo AFKE. Quest' ultimo è, per ipotesi, 
equivalente alla superficie convessa AMK. com- 
posta di due superficie parziali A M » MKt Douqu^. 



/ 
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la «omm» dei rettsBjroH AMNF , MEKN è ma|- 
giore della somma <lellc seperiieie oonvesse cor- 
rispondenti AN , TffiK.lìiintiue hisoorneràcheimo 
alméno dei rettannoli AMNF,MBKN sia mafr- 
jriore della saperìfioie conressa corrispondente. 
Questa oonsegnenza è contraria alia prima parto 
già dimostrata. DonqneS.* la superficie convessa 
§ non pnò esser crrnale a qnella del rettangolo 
corrispondente ABGF. , „ , 

Segue da ciò che si ha S> AB^F , o che an- 
cora la superficie convessa del cilindro è uiat^criore 
di quella di qualunque prisma nel modesimo 

iscritto. .... 

Con un raìTÌonamento assolutamenl e simile si 
proverebbe che la superficie convessa del ( ilindro 
è minore di quella di qualunque prisma al mede- 
simo circoscritto. 

NOTA XIL 

Sopm t eguaglianza , e la similitudine 

dei Poliedri, 

8i trovano nel principio dell* XI.* Libro d*£a- 
clìde <lefin'.7Ìoni 9. 0 10. COSÌ concepite. ^ 

9. Ptiosolidi sono slmili allorché son terminati 
da un medesiuio numero di piani respottivameate 

simili . ' . it * ^ 

10. Due solidi son eguali^ e nmUi allorché son 
terminati da un medwimo nomerò di piani respot- 
tivaniente eguali 9 e 5ÌmlK . . 

L' <>'»<T(^tto di queste defini«oni essendo uno 
dei punti i più difficili degli Elementi di Geome- 
tria, noi gli esamineremo con qualche partico- 
larità, e discuteremo nel medesimo tempo le os- 
scrvaaioni fatte a questo proposito da Roberto 
Sitnson nella sua JBdisione degli Elementi a 
pag. 388 e segg. 
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In primo Inofro osserveremo col precitato Ro- 
berto Simson rhv la dcfiiìizlone ir. non è pro- 
priamente lina definizione , ma nn Teorema , che 
})lso*inereLbe dimostrare , poidjè non è evidente 
che due solidi sicno eguali per la sola condizione 
eh* essi abbiano tntte le facce rospettivamentc 
ejjnali*, e, se questa proposizione è vera , convien 
dimostrarla o con la soprapposizione, o in qua- 
lunque altra maniera . Si vede in seguito che r in- 
conveniente della definizione ic. è comune alla 
definizione 9. Poiché, se la definizione 10. non è 
dimostrata, si potrà credere che esistan duo solidi 
ineguali , e dissimili . le cui facce son eguali; ma 
allora, secondo la definizione 9, un terzo solido_, 
che avesse le facce simili a quelle de' duo primi, 
sarebbe simile a ciascuno di loro, e così sarcb])e 
simile a due corpi di differente forma;concliisione, 
che implica contradizione, o aUneno che non si 
accorda con l' idea, che si annette naturalmente 
alla partda simile* 

Pi u Proposizioni dell' Xl.° e XII.** Libro d' Eu- 
clide son fondale sulle definizioni 9. e lo., e tra 
r altre la Proposizione XXVIJI. del Libro XI; 
dalla quale dipende la misura dei Prismi , e delle 
Piramidi . Seuìbra dunque ohe si possa riniprove* 
rare agii Elementi d'Euclide di contenere un 
gran numero di Proposizioni , che non sono rigo- 
rosamente dimostrate . Ha vi è ona circostanza 
bastevole ad indebolire questo rimprovero ^ e che 
lion devesi omettere. 

Le Figure, mediante le ouaJiEoolide dimostra 
r eguaglianza o la stmilituaìne dei solidi fondan- 
dosi .sulle defintsioni 9. e 10, son tali che i loro 
angoli solidi non son formati da più di tre angol i 
piani. Ora 9 se dne angoli solidi son composti 
ciascuno di tre angoli piani respettivamente egua* 
li 3 è dimostrato assai chiaramente in più luogh.i 
da £uoIide che questi angoli solidi son eguali. 
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P'alfronde , se flnePollèdri linnno le facro rcspef- 
tivanìfnfe eo^nali . e sluiili , rrV\ a nf>;oli solidi omo- 
los^'ìi saranno roinposti d'un inedc5?imo nnincro 
d'aniroii piani respettl vameni c eo nall . Dunque, 
f^n^a^fo^^^ crii anjroli piani non sono in magirior 
nninoro di irò in ciascun anp^olo solido è chiaro 
c'»e <j1i ansfoli solidi omologhi son eguali. Ma, 
8<> le farce omoloa;})c son eguali, e jrli ansroli 
solidi omologhi eflruali , non vi è piii duijhio elio 
i colidi non sieno efiruali; poicliò essi potranno 
os«5erc soprapposi i 5 o almeno saranno simnietrici 
l'uno ri^petf o 1* alfro . Si vede dunque che 1' enun- 
ciato delle definizioni 9. e 10. è vero, ed ammis- 
sibile almeno nel caso deorli angoli solidi tripli, 
eh' è il solo del quale Euclide abbia fati' uso. 
Ciosì il rimprovero d' inesattezza , ohe si potrebbe 
faro a questo Autore, o ai suoi Commentatori, 
cessa d'essere cotanto fcrave, e non cado più ohe 
5opra le restriaioni , e spiegazioni, eh* ei non ha 
date . 

Resta danqae da esaminarsi se l'enanciato 
del la definizione 10., oh* è vero nel caso degli an« 
iròli soHdi tripli, sia vero altresì ingenerale. 
Roberto Simson assionra ohe ciò non è> e che si 
possono costruire doe solidi disegnali , i onali 
saran terintnati da un medosimo nomerò di noce 
respettivamente eguali . « Immagi nate ( scrive 
„ l'Autore ) che a un Polièdro qualunqne si ag- 
„ giunga una Piramide, dandole per base una 
„ delle £icce del Polièdro; immaginato .ancora 
„ che, in vecedi aggiungervi la Piramide, essa si 
^ tolga , formando nel Poliedro nna cavitìi isgoalo 
9 alla Piramide: avrete così due 'nuòvi solidi 
D forniti di fiicce respettivamente esrnali , e frat* 
„ tanto questi due solidi saranno ineguali . « 

Tale è V esempio allegato da Roberto Simson 
per prevare la sua asseraiono ; ma noi osservo re ti 10 
che uno doi solidi , di cui si tratta, contiene degli 
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angoli iolidi jpténtranti : ora è pin ohe probabile 
oh'E«ioHd« 'abbia inteso ofblpdore i corpi ìrm* 

folariyObe bamio dello cavità, o deglL angoli 
>lidi rieotraiiti , o ohe n è limitato ai 'Polié** 
dri • convessi • Ammettendo qaesta restrisione» 
senia li* quale ^ per il oontrarìo , altre Propo« 
Elioni non sard[>bero rere, Tosempio di Roberto 
0lmson non conclude niente centra la DeiSiii* 
sione , ò Teorene d'Euclide . Nol,credìamo alVop. 
posfo,' dopo un esame maturo 9 obo questo Teo- 
rema è serissimo ; ma non ci sembra però niente 
£icile darne la prova . 

In qualùnque modo la cosa dia resulta da quo» 
sto osserviiaioni obolo deiintsioni 9; e 10. d'Eu- 
clide non posson essere coiftervate tali com'essa 
sono • -AoÌ»erto Sìmson soppripie la definisione 
dei solidi eguali , che infatti non debb' esser posta 
se non che fra i Teoremi, e definisce wHdi 
nmUi quelli» che son ciTCondati da un medosimo 
numero di piani simili^ e che hanno' gli angoli 
solidi respetti vamen te eguali . QuOsta definisiono > 
òvera, ma essa ha l' mconvenrente di contener 
delle condizioni superflue. Se si sopprime la con- 
dizione degli angoli solidi eguali , si ricaderebbe 
neir enunciato d* Euclide » eh' è d ìfettoso » perchè 
suppone la dìniostrasion del Teorema risgiiar* 
dante i Polièdri eguali • A scanso d' ogni imba- 
rasso abbiamo creduto a proposito di dividere 
in due parti la definizion de* solidi simili: primie- 
ramente abbian definite le piramidi triangolari 
simili», dipoi abbiam definiti per 5o/i</ì simili quel- 
li 9 che han basi simili ^ ed i cui vertici omologìii 
fuori dì queste basi son determinati da piramidi 
. triangolari respettivamente simili , ^ 
Questa definisione esige quanto alle basi» sup- 
ponendole triangolari « due condiaioni ,e per eia* 



Digitized by Google 



60 ir.oT XII. 

■onno dei vertici' fuor delle basi tre coadiaioni 
di nianiera che» se S è il numero defili angoli 
•elidi di ciascuno dei Poliedri, la similitudine di 

3ae8ti polièdri esigerà 2']-S{S — 3 ) angoli eguali 
a una parte , e dall' altra , ovvero 3 S — 7 condi- 
siooi;ne alcuna di queste condizioni è superflua, o 
compresa nelT altra . Poiché consideriamo qui due 
Poliédi'i come aventi semplicemente il medesimo 
numero di vertici, o d'angoli solidi-, allora bi* 
fognano rigorosamente, e senza ometterne al- 
ctona» le jJS — 7 condizioni perchè i due solidi 
sieno simili \ ma, se prima dì tutto si supponga 
che sono l'uno e l'aJtro della medesima specie, 
e vale a dire eh' essi hanno un egual numero 
di facce, e che queste facce paragonate insieme 
hanno rcspettivamente un cgual numero di lati, 

3uesta supposizione conterrebbe alcune dello 
ette condizioni nel caso che vi l'ossero delle 
facce di più di tre lati, e queste condizioni di- 
minuiranno il numero 38 — 7 di modo che, in 
recedi 3S — 7 condizioni, non ne bisogneranno 
che A — 1 : sopra di che vedete la Nota Vili .Si 
fa manifesto da ciò cosa sia, che da luogo alla 
difficoltà di porre in essere una buona definizione 
de' solidi simili. Cosi si possono considerare come 
essendo della medesima specie , o soìauìcnte conio 
avendo un egual numero d'angoli solidi. In 
quest' ultimo caso ogni difficoltà è allontanala, e 
bisogna che le 3S — 7 condizioni contenute nella 
definizione sicn sotidisiatte tutto perche i solidi 
sieno simili , e se ne concluderà a più forte ra- 
gione eh' essi sono della medesima specie. Del 
resto la nostra definizione essendo completa n* ab- 
biamo dedi^tta con»e Teorema la Definiaione già 
data da Roberto Simson . 
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